





nazionale I 

B. Prov. 

i y 

9 IR 


NAPOLI 





Digitized by Google 



Digitized by Google 


GEOMETRIA DI SITO 


SUL PIANO, E NELLO SPAZIO 

* r 



Digitized by Google 





GEOMETRIA 

DI SITO 

SUL PIANO, E NELLO SPAZIO 

btt 

CAV. V* FLAUTI 


Professore di Analisi sublime nella R. Università degli sludj di Napoli, e rrteytf. 
bro della giunti! di pubblica istruzione pel Regno — Segretario della R. Acca- 
demia delle scienze , socio ordinario del R. Istituto d' Incoraggiamento , e 
della Ponlantarnij onorario delle Accademie di Berlino, Copenaghen, «c. et. 


terza Edizione 

riveduta dall' autore'. 



IN NAPOLI 


Stila stamperia privata delf autore 


1842. 


Digìtized by Google 


Digitized by Google 


PREFAZIONE 


v 




l’ idi va ìt passato secolo , quando un illustre 
matematico francese , chiamato a far parte di una 
scuola per professori , eretta in Parigi , ed affida- 
ta a’ primi uomini di quella nazione 1 , raccoglien- 
do i principj di scienza geometrica fondamentali 
per le arti di costruzione , e per la civile , e mili- 
tare architettura principalmente , diede ad essi or- 
dine elementare , e ne formò il soggetto di sue le- 
zioni , dichiarando così un nuovo ramo di scienza 
geometrica , che prima , senza alcuna forma con- 
venevole, apprendevasi nelle scuole di Mezieres ia 
Francia, ed in quelle di Neustat in bass’ Austria *. 


' L'colit normale! — Fa veramente onore a noi . che ora andiamo 
tempre in traccia d' improntar da altri regole , e metodi d' istruzione » 
il vedere , che il regolamento compilato per le nostre scuole elementa- 
rissime in quei modo denomiuate , fosse stato ristampato nella raccolta 
de* volumi intitolati : Stanati dee Ècolct normale!, te., pubblicati per 
quella sublimissima istituzione di novella scuola in Parigi , che- dui A 
appena i quattro primi mesi del 1795. 

* Dal fu mio collega della R. A. delle scienze , Carmint Lippi , la 
cui infelicissima fino cagionata da gravi dispiaceri , e torti recatigli da 
persona gelosa del suo merito , od assai imparo a lui , ricordo sempre 
ccu estremo dolore , mi fu mostrato un suo MSS. raccolto in questa 
trinila , ove vedevansi le principali costruzioni della così delt i 6Y»- 
mctrw detri ti-' iva- . 
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TI 

Capitatami alle mani, all’ incirca il 1801, quest’o- 
pera dell’ illustre Monge , da lui intitolata Gèo- 
tnèlrie Descriptive, ed avendola attentamente con- 
siderata , parventi che maggior chiarezza elementa- 
re vi si potesse indurre , e che talune soluzioni più 
complicate potessero in alcun modo simplifìcarsi j 
e messomi al lavoro, con avidità giovanile , in bre- 
ve tempo compilai , sul piano stesso del Monge , i 
miei Elementi di Geometria descrittiva, 

Fondavasi allora in Napoli nel Castelnuovo una 
scuola di giovani militari per corpi facoltativi , e 
questi miei Elementi vi furono adottati , essendo- 
ne stato affidato l’ insegnamento ad un mio già col- 
lega di scuola , ed ora nella carriera di professore. 
Così stette la cosa fino al 1 806, quando, riforma- 
ta TUniversifà degli studj di Napoli, si volle dal dot-? 
to ministro dell’ interno Miol, che io oltre 1 ’ Ana- 
lisi de finiti insegnassi anche la Geometria descrit- 
tiva, e mi s’ ingiunse di pubblicarne gli Elementi, 
che furono a spese del governo stampati in Roma 
nel 1807 } ed erano la prima istituzione in tal ge- 
nere che vedesse 1 ’ Italia , che però ben 1 ’ accolse , 
e cominciai così a proccurarmi la buona corrispon- 
denza di valentissimi matematici italiani , e tra es- 
si il Pessuti , e ’1 Paoli , da’ quali mi furono scrit-? 
l,e lettere ben soddisfacenti per un giovane profes- 
sore , che da me poi si pubblicarono , a consiglio 
di un amico , in una di quelle circostanze prodot- 
te da bassa gelosia di persone senza merito , che 
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spesso hanno amareggiata la mia unica , faticosa , e 
libera carriera 1 * 3 . 

Contemporaneamente al Monge era concorso al» 
lo stesso scopo il suo collega , e laborioso analista 
Lacroix , che nella qualità di professore aggiunta 
alle suddette Scuole normali , per la Geometria de- 
scrittiva , aveva dovuto pure occuparsene j e questi 
pubblicava ancor egli nel 1 795 un libro elementa- 
re di tale scienza , intitolandolo Gèomèlrie sur les 
plans , et les surfaces courbes , non sembrandogli 
abbastanza proprio a definir l’oggetto di essa quel- 
lo adottato dal Monge , che poi ha conservato , 
forse per la brevità » o per altra ragione più pro- 
pria alle circostanze, ed a’ tempi , che alla scienza. 
Ed in vero se vuoisi , che il titolo di un libro indi- 
chi in qualche modo la materia , che vi si tratta , 
quale idea potrà formarsi anche un geometra al seu- 


1 In questa circostanza , per rendere uniforme l' insegnamento Mi- 
la mia cattedra, senza dipartirmi da quello , che mi era imposto , com- 
posi , e dettai per ben due volte, prima del 1806 , alla quale epoca pas- 
tai a sostener l'altra cattedra di Analisi sublimò , il Saggio di Gtomtlria 
analitica di Sito , di cui ho parlato nell' indrizzo a Fergola innanzi In 
due precedenti edizioni del presente mio trattato. E di quel MS. debbo- 
no esisterne copie in mano di più valorosi allievi , che allora seguirono 
le mie lezioni ; mentre avendone io dispersi fin d’allora alcuni cartolai , 
mi è stato ciò di remora a pubblicarlo. Esso però, ora che ho intrapre- 

so a dar fuori tutto quel materiale , che per la compiuta istituzione ne' 
metodi in Matematica ha servito in nostra scuola , vi avrà il («io luogo . 
aia da me rifatto, sia ( come meglio desidererei , per le tante altre mie 
occupazioni, anche per la stampa delle opere annunziate nel Prospetto ) 
da taluno di que' distinti professori, che già furono miei allievi , è da’ 
quali mi compiaccio averli ora per compagni , per la loro buona mo- 

rale , piu ancori , che per li scienza. 
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tirsi annunziare Geometria descrittiva , quando 
non sia preventivamente informato deli’ oggetto di 
essa ?Nè tampoco parmi corrispondere interamente 
3 siffatto scopo quello escogitato dal Lacroix ; poi- 
ché se delle cose geometriche si può considerare il 
sito , la grandezza, il rapporto, e la figura , rimar- 
rà sempre dubbioso, ed' indeterminato di quali cose 
imprendasi in esso a trattare . Queste ragioni m’in- 
dussero nel i8i5 , allorché pubblicai la prima vol- 
ta il trattato che ora ristampo , ad intitolarlo Geo- 
metria di sito sul piano , e nello spazio. 

Ma non è il cambiamento d’ intitolazione , che 
distingue questo libro dalle opere sopraddette , e 
dalle altre, che fino a quell'epoca le avevano segui- 
te 5 sì bene le cose che vi si trattano , e la maniera 
come vi sono ordinate, ed esposte, di cui credo con- 
veniente accennare a parte a parte un qualche poco. 

La Geometria descrittiva avendo per oggetto la 
determinazione del sito delle cose geometriche nel- 
lo spazio, per mezzo de loro convenevoli determi- 
nanti su piani dati, chi non vede, che il rigor geo- 
metrico, e l'esattezza elementare esige di prima ben 
dichiarare quest’ idea astrattissima di sito, e chesi 
stabilisse ancora il modo da fissare i convenevoli de- 
terminanti di esso. Senza questa preventiva cogni- 
zione , i problemi di Geometria descrittiva rimar- 
rebbero sempre imperfettamente risoluti , ed iusu- 
sceltivi di una comoda, ed elegante costruzione. \ 
tale oggetto veggonsi nel cap. I della presente o- 
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^iera rècate le definizioni, edi principii fondameli- 
tali del sito , e della maniera di stabilirlo convene-» 
voi mente } e nel II si tratta de’ determinanti di es- 
ìsti pe’ punti , e le linee nel piano : le quali cose , 
sebbene si vedessero esposte da Euclide nel libro 
de’ Dati , e che il fossero , con una qualche mag- 
gior precisione, nel trattato dell Invenzione geo- 
metrica $ di cui se ne sta anche adesso stampando 
la parte I. , pure ho creduto , per ragion di me - 1 
todo , doverle qui riportare j rimettendo poi in- 
teramente a quell’ egregio lavoro del Fergola , ed 
unico nel suo genere , per tutte le altre conoscen- 
ze di dati , che con quelli di sito sono correlati- 
vi , e che talvolta occorrono alla loro piena deter - 1 
minazione , delle quali cose , nelle precedenti e- 
dizioni del presente trattalo , mi era veduto irt 
obbligo di accennarne qualche cosa nell’ introdu-* 
zinne . 

Dopo ciò ho intrapreso a trattare in due altri fca- 
pitoli III, e IV i dati di silo nello spazio * espo- 
nendo nel primo di questi * determinanti del sitò 
de ’ punti , delle linee rette , e degli angoli pictni 
nello spazio j e nel secondo quelli de' punti , delle 
linee curve , e degli angoli solidi : le quali ricer* 
che trovarsi esposte in tanti teoremi di dati f ag - 1 
giugnendo per tal modo all’ antica Geometrìa quel 
compimento , che vi si desiderava pe’ dati di sito 
nello spazio , che dovettero esser da que’ nostri 
maestri sicuramente considerati ) e forse dovò Liip* 
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elide occuparsene ne’ suoi due libri de’ Luoghi 
alla superficie , o il furono in altre opere di altri 
geometri , die il tempo ci ha involate. Per un’ ap- 
plicazione di queste teoriche , ho poi raccolti nei 
cap . V- alcuni problemi fondamentali per la. scien- 
za che trattasi. 

Un parallelo tra questa parte del mio lavoro , e 
gli altri trattati dello stesso argomento , potrà farsi 
a colpo d’ occhio , solamente osservando , che le 
proposizioni di questi tre capitoli III , IV , V con 
nesse tra loro, e tutte essenziali alla scienza , anche 
elementarmente considerata , sono di gran lunga 
maggiori in numero delle recate in quelli ; a che 
dovrà aggiugnersi la generalità con la quale le ri- 
cerche , che li concernono , vi sono esposte , da 
renderle proprie ad un argomento geometrico , 
mentre nulla vi è detratto per la faciltà di esecu- 
zione , nell’ applicarle alle arti del disegno . Di che 
potrà ciascuno assicurarsi col semplicemente tra- 
smutare in problemi , e pel caso più semplice de’ 
piani ortogonali , i teoremi di dati de’.cap.///, e 
IV , rilevandone per ciascuno la soluzione dall’ a- 
nalisi recata per la dimostrazione del corrisponden- 
te teorema , convenevolmente modificandola. E 
questo facile esercizio servirà anche a dilucidare 
a’ giovani la natura di quelle ricerche , da poter- 
le indistintamente presentare come teoremi, e come 
problemi ; e contribuirà pure , or che nel presen- 
te trattalo ho separata la parte elementare da quel- 
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la di dknplemento , per condiscendere alle ragione- 
voli premure de’poc’ anzi detti professori, a render- 
lo più adatto a valersene per una facile , e comoda 
istituzione elementare della gioventù nella Geome- 
tria descrittiva. 

Debbo pure avvertire , che dopo la mia prima 
pubblicazione della Geometria di silo , essendosi le 
istituzioni prodotte altrove nella Geometria descrit- 
tiva conformate, nella maniera per questa propria, 
in estendere il numero de’ problemi di sito, che ri- 
guardavano gli argomenti trattati ne’ tre capitoli 
suddetti, vi si veggono però in alcune recate fuor di 
proposito ricerche di pura grandezza, o specie, che 
al presente argomento non si appartengono . Tali 
sono, per un esempio, quelle intorno all’angolo so- 
lido triedro, da me, per questa ragione le altre volte 
riportate , come ancor ora riporterò , nelle note iu 
fine , a solo oggetto di compiere geometricamente 
quest’ argomento , che per le vie trigonometriche 
trovasi anche trattato nella mia Trigonometria * . 

Esposta la teorica de’ determinanti del sito de- 
gli oggetti geometrici più semplici nello spazio, ch’è 
il fondamento delle ricerche seguenti , trattasi nel 
capitolo VI lo stesso argomento per le superfìcie 
curve , e della loro genesi , che vedesi ora in nuo- 
va guisa più generalmente considerata 5 , ed in mo- 

* Cori o geometrico rol. IV. 

5 Intendesi di una considerazione reale , e che prestisi a geometriche 
ricerche . o all' adattamento dell' analisi algebrica , a che certamente 


Digitized by Google 



! 


xji Prefazione. 

tlo assai atto alle ricerche importanti su di esse , sin 
per le vie geometriche , sia per quelle del calcolo 
algebrico, <?ome piu accomoda , e piace a’ moderni ^ 
Per tal modo la dottrina de’ siti delle superfìcie cur- 
va è venuta anche a conseguire quell’unità, e quel 
nesso, che gli era proprio. Mi ho così anche aperta 
la strada ad una nuova , e più convenevole genesi, 
delle superficie curve di second’ordine, per le qua- 
li ho esposte le principali affezioni , ed ho risolu- 
ti i principali problemi , che le riguardano nel 
presente argomento, nella parte li. di complemen- 
to di questo trattato \ ove le ricerche intorno ad es-< 

dod corrisponde quella d' immaginare , che ogni curva arbitrariamente 
segnala da un piano segante in una superlìcic curva ne diventi lagene- 
ratrice , prendendo per legge del movimento di essa l’ appoggiami co- 
stantemenle sii tre altre curve pur arbitrariamente segnate sulla super- 
ficie stessa . I n tal concetto , che manca della dovuta precisiuuo , por 
diventar geometrico da costituire ta generalissima genesi delle super- 
ficie curve , non prestasi afiatto a far comprendere la forma di tali 
superfìcie , quando abbiano una genesi regolare , e già conosciuta ; « 
quindi lungi dall’ essere di vantaggio alla scienza geometrica , la ren- 
de di un’ astrazione chimerica . £ per addurne un qualche esempio , 
nel caso semplicissimo della superficia conica ordinaria , quale imba- 
razzo non apporterebbe nella genesi di questa , volendosene prenderà 
per generatrice un' iperbole in essa segnata ; e quale vantaggio per ciò 
se re otterrebbe , per le considerazioni geometriche , o gcometrico-al- 
gebe iche su di essa 1 Non lavoriamo dunque io modo da far perdere al- 
la scienza quel suo orizzonte , che dee servirle a renderla possibile , • 
pe.ù facile e rigorosa . clic ciò non tenderà a migliorarla ; ma anzi a 
renderla misteriosa , e paradossale : ed avvezzando la gioventù . a po- 
co a poco , come sta avvenendo , a concedere taluno coso , eh' essa , 
por la troppa astrazione delle medesime, non arriva a comprenderò, de 
viaria da quel rigoie, ed esattezza , eh' e propria dell» (i eomctrio , ed 
Utile agli u>i , ed alle applicazioni di quest i . 
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se mentre vi si vedranno esibite geometricamente t 
e però con quell’ evidenza , e faciltà di concepimen- 
to , che in questo solo modo poteva ottenersi , ap- 
porteranno alla Geometria degli antichi il vantaggio 
di addirle un argomento , che finora le era intera- 
mente sfuggito ; e la cui prima conoscenza è dovu- 
to all’Analisi moderna. 

Or dopo le generali considerazioni di sito per le 
superficie curve in generale esibite nel presente ca- 
pitolo, ho voluto nel seguente , il VII , recare spe- 
cialmente la costruzione così detta delle superficie 
cilindriche, coniche, e di rivoluzione costante j poi- 
ché 1’ uso più frequente di essa esigeva, che eviden- 
temente si avesse (a riduzione di tal problema gene- 
rale pe’ casi , che le concernevano . 

Da queste generali considerazioni sulle superfi- 
cie curve passando alle particolari per esse, ho trat- 
tato de’ loro piani tangenti , ripartendo questo as- 
sunto ne’ cap. Vili , e IX $ nel primo de’quali, ol- 
tre le definizioni per esso , vi è recato quanto con- 
cerne le superficie cilindriche, e coniche , e nell’al- 
tro ciò eh’ è relativo alle superficie di rivoluzione 
costante in generale , e specialmente le sferiche . A 
che veggonsi questa volta anche aggiunti due pro- 
blemi pel contatto di un piano con una superficie 
cilindrica, o conica, ed un’altra sferica j ed inciden- 
temente pel caso loro più regolare , cioè quello che 
la superficie cilindrica , o conica fosse la conside- 
rata negli Elementi , onde render pienamente geo- 
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metrica la costruzione di essi , vi si vede recata un* 
nuova soluzione del problema di tirare le tangente 
comune a due ellissi date di grandezza, e di sito , e 
che a due curve coniche qualunque può, con facil- 
tà estendersi.E passandosi al caso più generale, con 
sostituire alla superficie sferica una qualunque di ri- 
voluzione costante, vi si vede, per incidenza, esibita 
in due lemmi, la determinazione della curva di con- 
tatto di una superficie cilindrica , o conica data di 
sito, con una superficie di rivoluzione del pari data* 
Il tipo della qual ricerca è preso dall’ elaboratissimo 
trattato dell’ egregio professore Bruno, stille ombre 
ne' disegni) da me ben due volte invano annunzia- 
to per la stampa ; ma che spero sia questa volta ciò 
fatto con migliori auspicj, e più sicuro successo. Fi- 
nalmente in altro lemma vi è risoluto il problema del 
la superficie cilindrica , o conica involgente due su- 
perficie sferiche date di sito, sul quale vedesi poi fon- 
data la soluzione di quello del piano tangente le stes- 
se superficie sferiche, ed una di rivoluzione costan- 
te , con 1’ asse verticale. Ed altre ricerche analoghe 
avnei potuto ancor aggiugnere , se non mi fossi già 
troppo dilungato in esse , nella parte elementare di 
questo trattato $ che però serberolle per 1’ altra di 
complemento del medesimo , o ancora per gli O- 
puscoli matematici, ove quelle mi sembrassero so- 
prabbondanti , e troppo estese. 

Ed al proposito della materia trattata in questi 
due capitoli mi convien notare, che l’illustre , Monge 
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fondò la natura , e quindi la definizione de* piani 
Ungenti , nel dover passare per le tangenti di due ge- 
neratrici differenti di una superficie in uno stesso 
punto di essa , assumendo così come un postulato , 
che le tangenti a tutte le altre sezioni prodotte nella 
stessa superficie, per quel punto, dovessero necessa- 
riamente ritrovarsi in quel piano ,o, che vale lo stes- 
so , che segandosi una superficie curva con quanti 
piani si vogliano passanti per un medesimo punto di 
essa, le tangenti in questo condotte aciascuna sezione 
debbano giacere in un medesimo piano 6 ) e lo stesso 
principio erasi pur assunto dal Lacroix 5 , e da al- 
tri. h'Hachette ad evitare quest’ arbitraria assunzio- 
ne aveva ripiegato nell’altra più impropria di consi- 
derare il piano tangente come un prolungamento per 
ogni verso dell’ elemento della superficie, che corri- 
sponde al punto del contatto 8 . Nè tampoco erasi da 
me evitato quel primo inconveniente, con la defini- 
zione, che ne recai altra volta nella mia Geometria 
di Sito, posteriormente adottata in altre istituzioni di 
Geometria descrittiva , supplendovisi da alcuno la 
dimostrazione della coincidenza , nel piano condot- 
to per le tangenti di due generatrici , delle tangenti 
a tutte le altre sezioni prodotte nella superficie cur- 
va da piani passanti pel punto medesimo $ ma in- 


* Giomitrie iueriptiv* 11. n. 23. 

» CompUmtni iti Elimini di Giomitrie — Dei plani tangem ... 
1 Supplimmt a la Géométrie deieriptire de Monge §. 24. 
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t ero in tal modo , che a me non è sembrato mol- 
to concludente , o al meno non chiaro abbastanza, 
quantunque tale il giudicasse 1’ autore di esso . Or 
a ciò parmi essersi con faciltà ovviato , con la de- 
finizione de’piani tangenti da me data questa volta, 
desumendola dalla stessa chiara nozione, eh’ ebbe- 
ro gli antichi pel contatto delle linee tra loro j e da 
tal definizione le ricerche su’ piani tangenti le su- 
perficie curve definitesi veggono facilmente, e con 
estrema chiarezza risultare. 

Siccome dalla definizione de’ piani tangenti era 
disceso ancora a quella de’ contatti delle superfìcie 
curve tra loro , ond’ essa non mancasse nelle circo- 
stanze occorrenti , così ho voluto mostrarne ancor 
qualche esempio 9 , recando nel cap. X la costruzio- 
ne grafica di due principali problemi de’contatti sfe- 
rici ; serbando la compiuta trattazione geometri- 
ca di quest’ argomento , e dell’ altro affine de’ con- 
tatti circolari pel voi. III. degli Opuscoli Matema- 
tici , come vedesi annunziato nel Prospetto di loro 
pubblicazione . 

E qui al proposito accenneremo , che lo scopo 
cui miriamo con la pubblicazione de’presenti tratta- 
ti, e degli Opuscoli, non è di dare un materiale stac- 
cato , e da rimanere senza un uso , anche elemen- 
tare , sì bene da costituire un insieme di precetti ^ 

* Per incidenza alcun altro ne offrivano i lemmi già indicati del ca- 
pitolo precedente. 
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e di esempj per risolver problemi geometrici , coll 
Ogni metodo, sia antico , sia moderno \ in somma , 
Come mi sono espresso , in fine della prelazione al- 
1’ altro trattato dell’ Invenzione geometrica , di co- 
stituire un nuovo Luogo di Risoluzione pe’ moder- 
ili novelli geometri , del pari che avevan fatto gli 
antichi per le loro scuole . 

Le ricerche sulle Intersezioni delle superficie cur- 
ve, ubertosa, ed importante materia, non solo per 
le arti di costruzione, ma anche per la Geometria, 
per risolvere que’ problemi , che hanno bisogno 
de’ luoghi alla superficie , seguendo immediata- 
mente quelle de’ contatti di esse , che ne formano 
iin caso particolare , sono passato però a trattar- 
le ne’ Capitoli XI , XII , XIII , ripartendole nel 
Seguente modo. Nel primo di essi ho considerato 
L incontro di una retta di sito con una superficie 
Cilindrica , conica , o di rivoluzione costante , il 
quale argomento elementare non doveva esser tra- 
scurato in una scientifica istituzione di Geometria di 
Sito } non solamente perchè occorre in altre costru- 
zioni della medesima, ma ancora perchè, come ve- 
drassi in appresso , da esso traggonsi immediata- 
mente talune soluzioni di problemi nello spazio . 
Dopo ciò, procedendo con ordine, ho considerala, 
hel capitolo seguente , l’ intersezione de’ piani con 
le superficie curve, al qual proposito ho, in alcuni 
teoremi preliminari , stabilita una dottrina elemen- 
tare relativa a siffatte intersezioni , ed die curve , 

. ' i . •• • i * * ^ 
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che da esse risultano, da poter anche utilmente ser- 
vire in altre ricerche geometriche . Finalmente il 
capitolo XIII è destinato a risolvere i problemi 
dell’ intersezione delle superficie cilindriche, coni- 
che, e di rivoluzione costante tra loro. 

Le ricerche precedenti, su le intersezioni delle su- 
perficie curve, dando immediatamente luogo alle li- 
nee curve da esse risultanti , in generale a doppia 
curvatura , poiché partecipanti di quelle delle due 
superficie intersegantisi , ho nel capitolo seguente 
( il XIV ) recate le poche considerazioni prelimi- 
nari a tali linee curve , che per esse occorrevano 
nella parte elementare del presente trattato . 

Per illustrar con esempj 1’ uso de’ luoghi alla su- 
perficie , nella soluzione de’ problemi nello spazio , 
ne ho recati diversi nel capitolo XV , col mezzo 
di quelli risolvendoli \ tra’ quali veggonsi compre- 
si i due per 1’ esibizione di un punto nello spa- 
zio , date le distanze da tre punti dati, o da tre ret- 
te di sito , che compiono la determinazione del si- 
to di un punto nello spazio, e dimostrano la ragio- 
ne per la quale siesi data la preferenza al modo di 
riferirlo a piani di sito (pr. i3. del prcs. trattato ). 
Inoltre i principali problemi sulla piramide trian- 
golare , e tra essi quello di esibirla essendone da- 
ti i lati della base , e gli angoli al vertice , che tanta 
diversità di opinioni aveva presentata sulla sua na- 
tura, ed i mezzi da costruirlo a’ diversi sommi geo- 
metri , ed analisti , che 1’ avevan trattato j ma che 
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alla fine è stato ridotto in forma generalissima , e 
con assai eleganza geometrica risoluto dal nostro 
professore Bruno 10 j da che mi sono indotto a trat- 
tarne 1’ argomento per intero , nel volume V degli 
Opuscoli matematici , come fu annunziato nel Pro- 
spetto per essi . 

Tra queste ricerche vedesi per incidenza asse- 
gnata 1’ intersezione determinata di tre superficie 
sferiche, e vi si rilevano due importanti verità geo- 
metriche, per le intersezioni de’ cerchi, e delie sfere. 

Al proposito del soggetto di questo capitolo , il 
rispetto , che debbo alla memoria dell’ illustre , e 
laborioso matematico francese Hachette , il quale 
onorommi di sua utile corrispondenza mentre visse, 
mi obbliga a digredire alquanto dalla presente espo- 
sizione del mio lavoro, per distrugger nell’ animo di 
molti tra’ moderni l’erronea idea, che : Le proprie- 
tà deW estensione , considerale nelle tre dimensio- 
ni, furon poco conosciute dmgli antiehi geometri 11 . 
E ciò mentre illustrerà un punto di storia delle Ma- 
tematiche affatto non considerato finora , spargerà 
ancora qualche luce su questo importante argomen- 
to del Luogo risoluto. 

Ma prima di entrare in materia convien, che si 
riduca in forma più propria l’ espressione vaga di 
sopra recata } poiché 1’ estensione così generalmen- 
te presa , come ivi enunciasi , non ha altra proprie- 

10 Vedi Alti della R. A. delle Scienze di Napoli voi. It. 

" Supp. 2. alla Géomélrie dèscripticc del Morire , an. 1818. 
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là' , che la sola delle tre dimensioni $ il che rende- 
rebbe quella proposizione uu puro gergo di parole, 
se per essa non intendessimo, die : i problemi nel- 
le tre • dimensioni , ed i mezzi per costruirli , e 
(juindi i luoghi per essi non furono gran fatto co- 
nosciuti , e trattati dagli antichi . 

E prendendo da prima a discutere tal proposi- 
zione nel senso della pura Geometria , osservisi , 
che ne’ primi tempi di essa non essendosi rinvenu- 
ta la maniera meccanica da descrivere le curve co* 
niche nel piano , la composizione de’ problemi in 
cui abbisognavano, ottenevasi con un’acconcia com- 
binazione di superfìcie coniche , nelle quali le lo- 
cali per la costruzione di un problema eransi con- 
venevolmente rappresentate, per la sezione con un 
piano $ d’ onde a’ problemi così costruiti , della 
natura di quelli , che or diciamo di terzo , e quar- 
to grado , caratterizzandoli dalla loro equazione , 
fu dato il nome di solidi ,a • E per questa com- 
binazione di superficie coniche , nel modo atto ad 
ottenere la costruzione di un problema, molte con- 
siderazioni dovettero occorrere , che furono in se- 
guito trascurate, e dimenticate, subito che la Geo- 
metria non ebbe più tal bisogno, ottenuto il mo- 
do da rappresentar quelle curve nel piano , come 
or noi facciamo. Nè di quelle loro ricerche essi 

'* Solida oppeUanlur , namr/ut ad confinili ioncm uccestc iìl tolida- 
rum fùjurarum luperficùbui , mini rum coniata uli — Pappo t'olltd. 
ilatk. dopo la prop, i. lib.III. E lo stesso ripete dopo la prop.30,. UI. 
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’cnraron tramandarci notizia , forse ancora perché' 
riputando meccaniche siffatte costruzioni , nella 
Geometria ricusavano riceverle ’ 3 . 

Ma le considerazioni degli antichi intorno alla ri- 
soluzione de’ problemi, non si arrestarono a’soprad- 
delti,dove.par che siensi soffermati i metodi analitici 
de’moderni : essi progredirono ben oltre no lineari, 
che or diremmo trascendenti , pc’quali inventarono 
nuove curve , alcune descritte nel piano , ed -altre 
ne’ solidi , o sia nelle superficie curve , talché V e- 
licc , ciré appariva descritta nella superficie di un 
cilindro retto , la spirale sferica su quella di una 
mezza sfera , cc. E di esse si valsero ancora tal- 
volta in risolvere i problemi del secondo genere , 
trovandosi adoperata da Archita una curva, de- 
scritta sulla superficie di un cilindro retto , per ri- 
solvere il famoso problema delle due medie pro- 
porzionali : la qual soluzione, eh’ è 1’ unico esem- 
pio, che ci rimane in tal genere dall’ antica Geo- 
metria, tramandatoci , non senza oscurità, da Vi- 
truvio , ci assicura della loro scienza sul propo- 
sito delle intersezioni delle superficie curve , e.de’ 
luoghi ad esse, fin da quelli antichissimi teiqpi -con- 
siderati . Oltre a ciò , che altro mai erano que’.due 


*' Antiqui geometrae problema . ahUdictum in duabtis reclu hneis , 
gtomelrica ralione innixi consttuere non potuervnt, quoniam ncque eom 
toc t ione s fucile est in plano designare ( Pappo nel luogo di «opra «italo). 

* 4 Quest" ingegnosa soluzione , che non ostante le molle «lfgantism-r 
iflc de geometri posteriori , si antichi , che moderni , non merita d. , 
-'•ssere-affatto dimeBtwata , ferràriportafta-» ijoc'dto'eajprrtc»». 
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tanto desiderati libri di Euclide de’ luoghi alla su- 
perficie , e quale il loro uso ? se per essi non vo- 
gliamo intendere, che espnnevanvisi tante proprie- 
tà locali delle superficie , appunto come pe’ luo- 
ghi piani quelle di linee rette , e circolari , e pe’ 
luoghi solidi le altre delle curve coniche j e che il 
loro uso consisteva nel valersene , con la combina- 
zione fatta in convenevol modo , per la soluzione 
de’ problemi nello spazio, appunto come de’ luoghi 
piani , e solidi pe’ problemi nel piano . 

E può mai immaginarsi , che geometri sì acu- 
ti, e perspicaci , come furono gli antichi , non aves- 
sero mai veduto , e mai fosse loro entrato in pen- 
siero , che la superficie sferica fosse il luogo di 
tutt’ i pnnti equidistanti da un dato punto di sito 
nelle tre dimensioni , mentre avevan ciò analoga- 
mente stabilito pel cerchio nel piano. Similmente , 
che non avessero considerata la superficie cilindrica 
come il luogo de’ punti equidistanti da una retta di 
sito , e la conica come quello de’ piani , che indi— 
navansi in uno stesso angolo a quello della base di 
essa : verità tutte intuitive . E se ciò non è suppo- 
nibile , certamente , che il loro spirito di ricerca 
non arrestossi a queste elementarissime considera- 
zioni; ma che prendendo quindi le mosse si spinges- 
sero tant’ oltre , quanto da’ loro metodi era permes- 
so , da aver potuto Euclide compiere due interi li- 
bri di una dottrina , che noi invano desideriamo , 
ed alla quale non abbiamo, che porre al confronto. 
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Ma anche progredendo più oltre , senza dipartir- 
ci però da quelle più ovvie nozioni di loro scienza 
serbateci da Pappo, ci fa certi di questo loro studio 
sulle superfìcie curve , come luoghi geometrici per 
risolver problemi nello spazio, la stessa loro triplice 
distinzione de’ luoghi in efettici, cioè , quelli ch’e- 
ran luoghi di loro medesimi, sicché ad esibirli non 
fosse bisogno di determinanti estrinseci ; in diados- 
sici , quando ciascuno 1’ era di una dimensione di 
più della cosa , che gli apparteneva , come la cir- 
conferenza del cerchio de’ punti equidistanti da un 
dato , il perimetro dell’ ellisse , o dell’ iperbole pe* 
punti , che serbassero da due dati distanze date 
nella somma , o nella differenza , ec. \ in anaslro- 
fici, se eccedessero per due gradi , o due dimensio- 
ni , come la superficie sferica pe’ punti equidistan- 
ti da un dato nello spazio , quella della sferoide, o 
del conoide iperbolico pe’ punti , che serbassero «la 
due dati distanze date nella somma , o nella diffe- 
renza , ec. Imperocché altrimenti di questi luoghi 
affatto avrebbero potuto far menzione . 

Sicché da quelle poche notizie , che rimangono 
della tanta loro scienza geometrica , per questo ri- 
guardo, raccogliamo una duplice distinzione, ch’es- 
si fecero de’ luoghi } la prima relativamente alla 
loro natura , o grado , da che rimanevano ancora 
distinti, e caratterizzati i problemi in piani, solidi % 
e lineari \ la seconda relativa alla qualità loro, eil 
al grado d’indeterminazione j ed era in luoghi alla 
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linea , alla superficie , ed al solido . E questi potè-, 
vano app; rtenersi a ciascun genere de’ precedenti. 

Dopo aver recati gli argomenti più ovvj , che di- 
mostrano aver dovuto gli antichi geomètri coltivare 
e promuovere le ricerche delle proprietà delle su- 
perficie curve , e la combinazione di esse , più di 
quello ancora , che ntm siesi fatto da’ moderni , al- 
tri ne offre Pappo medesimo , nelle sue Collezioni 
Matemàtiche , dalle quali Sole, imperfette, e mu- 
tilate Come ci sono pervenute, possiamo raccogliere 
alcune notizie della tanta scienza a noi ignota di 
qW nostri maestri. Ed egli, di fatti, dopo aver par- 
lato della distinzione de’ problemi tante volte ripe- 
tuta , così ripiglia , in ordine a quelli del terzo ge- 
. nere , quod lineare appcllatur ; lineae jam aliae , 
praeter jam diclas in conslructionem assumuntur , 
tjuac varium et diffciletn ortum habent, ex inordi- 
natis supcrficicbus , et motibus implicatis factae . 
Kju smodi vero sani etiam lineae , quae in locis ad 
superficiem dictis inveniuntur , ec. 15 Da che rac- 
coglisi ad evidenza , eh’ essi non poche superficie 
considerarono descritte in modo vago, ed irregolare, 
delle quali a noi non è giunta notizia alcuna 5 e che 
su di esse descrissero con data legge linee curve , 
per valersene in risolver problemi, che non poteva- 
no appartenersi se non alle tre dimensioni . E qui- 
vi di nuovo evidentemente si parla de’ luoghi alla 

*• Coll. Math. dopo la prop. 30. lib.IV. 
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Superficie : soggiugnendovi poco dopo, die intorno a 
tal materia , ed alle intersezioni delle curve de- 
scritte sulle superficie , o nascenti dalle loro inter-f 
sezioni, un lungo trattato aveva composto un tal 
Demetrio Alessandrino , geometra non degli ulti- 
mi certamente, ma che intanto appena n’è a noi giun- 
to il nojne, da questo luogo di Pappo . Lo stesso 
per l’altro Filone Fianco, che, trattando un simile 
argomento , considerò molte curve , quae multa et 
adrtiirabilia stmptomata continent , le quali furo- 
no tenute in gran conto da’ geometri posteriori , e 
somministraron loro materia di lunghe trattazioni ; 
di tal che Menelao scrisse un libro su di una sola 
di esse , che prese il nome, per le sue speciose pro- 
prietà , di -admirabilis Menelai, 

Abbondante materia ci prepararon dunque gli 
antichi , ed assai utile alla composizione di diffici- 
li problemi in ogni genere , sulle linee curve , e le 
superficie, e le intersezioni di esse, trattandola con 
que’ metodi , che possedevano . Non v’ ha dubbio, 
che 1’ attività, e la faciltà di maneggio, che ci offro- 
no i nostri metodi, varrebbero a renderci per que- 
sta parte ad essi di molto superiori , se però, per le 
ricerche sulle linee curve, non ci fossimo arrestati al- 
la semplice classificazione di quelle del terzo, e del 
quarti ordine , ed appena su di esse fatte consi- 
derazioni generali, senza per nulla incaricarci di 
trattarne alcuna in particolare , a fin di riconoscer- 
ne qualche proprietà , che potesse costituirne un 
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luogo geometrico, per la soluzione di qualche diffi- 
cile problema superiore al quarto grado. Ed appe- 
na ravvisiamo tra quelle del terzo grado la cissoi- 
de , e la concoide tra le altre del quarto , perchè 
fatteci conoscere dagli antichi. Che se in tale eserci- 
zio si fossero versati, oche in appresso ne faranno la 
loro occupazione i moderni analisti , riescirà forse 
ad essi agevole lo stabilire una qualche regola di co- 
struzione geometrica pe’probleini superiori al quar- 
to grado, il quale argomento dopo il Cartesio vede- 
si , con gran danno della Geometria analitica , in- 
teramente dimenticato. E lo stesso andamento do- 
vrebbe ancor tenersi per le superficie curve, e per 
. * le curve a doppia curvatura , delle quali appena 
vedesi usata , in qualche problema , la spirale ci- 
lindrica tramandataci dagli antichi. 

Si è ciò accennato , per ispingere i coltivatori 
de’ moderni metodi ad assumere quest’ incarico , 
che riescirà ad essi di lode , e di utilità grandissima 
alla scienza. E senza contender vanamente di pre- 
valenza degli antichi , e de’ loro metodi su’ nostri, 
o di questi a quelli, avendo, quelli, e noi fatti tutti 
gli sforzi per promuoverla, cerchiamo prevalerci di 
tutt’ i mezzi , eh’ essa ha , per sempre più perfezio- 
narla. Il vasto campo delle Matematiche oggigiorno, 
rende già abbastanza difficile, per non dire impossi- 
bile, il percorrerle tutte , per non volerle ancor im- 
brogliare con inutili quistioni, e vane polemiche, le 
quali ordinariamente sono fatte per nascondere quel- 
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l’ ignoranza , che si ha in taluna parte di esse , che 
qualuuque siesi, o greca, o moderna, è sempre de- 
gna della più profonda meditazione . Certamente , 
che nel modo come taluni si stanno adoperando , 
soffrendone a poco a poco la rigorosa istituzione 
geometrica , noi ci chiuderemo alle spalle, con una 
porta di bronzo , le tante utili , e maravigliose e- 
scogitazioni degli antichi } sicché quando conven- 
ga, o che rivenuti dal presente sviamento, vorrà ri- 
tornarsi indietro , riescirà assai diffìcile riaprirla . 

Dopo il fin qui detto , non è vera ingiustizia de’ 
moderni il negare agli antichi una più estesa cono- 
scenza ne’problemi nello spazio, che noi non siamo 
giunti finora ad avere, e de’mezzi in più numero, e 
più geometrici per costruirli , sol perchè , le loro 
profonde opere in tal genere non ci sono pervenu- 
te, e per la poca pazienza , che si ha ancor ora di 
frugare studiosamente in quelle , che di essi ci ri- 
mangono ? 

Ma come mai di tutta questa loro estesa , e su- 
blime scienza a noi nulla è pervenuto , mentre al- 
tre opere più elementari ne abbiamo ? Questa stes- 
sa circostanza n’ è la ragione . Gli antichi non am- 
mettevano sì facilmente in loro scuola chiunque si 
presentava , come è il nostro costume , ma biso- 
gnava esservi trovato abile, e di una sicura riescita. 
Essi erano gelosi della loro scienza j e d’ altronde 
ciò nasceva pure, da che non ne facevano merca- 
to , nè la davano a prezzo , come ora costumasi. 
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Or se limitato era il numero di coloro, -die leni- 
vano introdotti allo studio della parte elementare 
della Geometria , esso più ristringevasi , a propor- 
zione , che più vi s’ inuoltravano , e che le materie 
rendevansi più astruse, e difficili. Adunque un 
maggiornumero di copie si ebbero de’libri elemen- 
tari di Euclide , di quelli di Archimede , ed an- 
cor de’ Conici di Apollonio , che di que’ trattati 
che alla Geometria trascendente appartenendosi , 
da pochi erano studiati : il che anche comprova- 
no gli stessi póc’ anzi detti libri di Apollonio , de’ 
quali con più faciltà a noi pervennero, e nella li n- 
gua lor propria , i primi quattro , che formavano 
parte della prima istituzione in Geometria sublime , 
che i rimanenti, de’ quali a stento soli tre se n’ eb- 
bero finalmente nell’ arabico idioma tradotti l0 . E 
lo stesso per altri libri del Luogo di risoluzione , 
de’ quali pure i più elementari sono a noi pervenu- 
ti. E quando poi , con tutte le altre scienze , ancor 
le Matematiche cominciarono a decadere , 1’ è ben 
naturale , che restringendosi sempre la loro cultu- 
ra, e 1’ istituzione, di que’ libri più difficili , e che 
servivano ad una scienza più prolungata , e'più su- 
blime non si ebbe più conto, e caddero però in ob- 
blìo , e furono a mano a inano distrutti , mentre 
conti nuavasi a làr uso de’ libri elementari . 


’ 6 Vedi te Storia dello Sezioni coniche premessa al vot. HI. del «e- 
i atro Corto geometrico . 
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Cèrtamente , che se ancor ora , che tanto molti- 
plica risi con la stampa gli esemplari de’ libri, all’ ih- 
Inclinatissimo secolo in cui viviamo , succedesse 
altro d’ ignoranza , e che guerre , devastamenti , 
dilapidazioni, ed altri fisici sconvolgimenti distrug- 
gessero le tante fatiche de’moderni, le prime a sof* 
frirne sarebbero le opere più profonde, e difficili, 
delle quali già talune si costuma ora rispettarle , e 
citarle continuamente , senza più leggerle. Che ma- 
raviglia è dunque se non sienci pervenuti que’ la- 
vori degli antichi più difficili , de.’ quali se «’ ebbe 
un ristrettissimo numero di copie, dopo tanti seco* 
li di barbarie , e di foltissime tenebre , in cui si 
giacquero le scienze , non già neglette, ma intera- 
mente annullate. E di quelle nè pur la semplice no?- 
tizia ce ne sarebbe pervenuta, nè di quegli uomini, 
che vi- lavorarono, se per fortuna non ce ne avesse 
di alcuni conservata Pappo , senza che molti altri 
non fossero, stati , de’ quali nulla sappiamo . 

A che aggiungasi , che se gli antichi non vollero 
da principio ricevere in Geometria i problemi soli- 
di , avendo come meccaniche le loro costruzioni , 
quanto più non dovè ciò aver luogo pe’ lineari , e 
nello spazio, i quali esigevano assolutamente iuipli- 
canze di movimenti , e concetti, e descrizioni, che 
alla stretta, e rigorosa Geometria erano ripugnanti; 
ond’ è , che mentre forse valevansene, per gli usi , 
non vollero tenerne conto scientificamente . 

Agli argomenti geometrici finora presentati in 
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prova del presente assunto, giova agglugnerne anco- 
ra un altro, che i più intenderanno facilmente j ed 
è la perfezione grandissima alla quale gli antichi 
portarono 1’ Architettura per ogni ramo di essa , e 
le arti ausiliario della medesima ; il che certamente 
non è possibile supporre, che si fosse ottenuto, sen- 
za un progetto preventivo delle opere , che ammi- 
riamo tutt’ ora si esattamente costruite , e senza il 
corrispondente disegno , il quale non potevano al 
certo eseguire, se privi fossero stati della Geometria 
delle projezioni , e della conoscenza , ed espertez- 
za in risolvere problemi nella spazio , principal- 
mente relativi ad intersezioni di superficie curve . 
Rendiamo dunque loro quella giustizia, che si con- 
viene, se non vogliamo offendere noi medesimi, nel 
trovarci incapaci in eseguire, senza grandi stenti, ciò 
che vogliamo ad essi attribuire come fatto a caso , 
e con più arte che da noi . 

E poiché mi trovo aver per un riguardo deviato 
dallo scopo di questo discorso preliminare , non 
sarà fuor di proposito rimuovere ancora un altro e* 
quivoco , nel quale è caduto il dotto storico delle 
Matematiche Montucla, credendo , che i luoghi al- 
la superficie fossero le linee curve segnate su di es- 
se, con date proprietà ' 7 , che non erano se non il ri- 
sulta mento dell’ intersezione di tali luoghi, da che 
quel problema indeterminato, il quale per mezzo di 

Histoirt dti Mathcmutiquci voi. I. gag. 215. ediz. 2. 
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essi risolvevasi rimaneva ridotto per un grado, fa- 
cendo così divenir diadossici que’ luoghi , che da 
prima erano anaslrofici . E se troviamo tali linee 
indipendentemente da ciò considerate, ed in altro 
modo descritte, mediante una qualche loro proprie- 
tà caratteristica , ciò dee attribuisi all’ acume del 
loro ingegno in prepararsi per tal modo la ridu- 
zione delle locali de’ problemi , simplificando , ed 
abbreviando le soluzioni di essi. Nè so intendere 
come quel geometra sì giudizioso, e sì versato nella 
lettura delle opere degli antichi, avesse potuto cade- 
re in quest’ equivoco , senza avvertire alla defini- 
zione di essi da noi di sopra recata, e senza nè men 
por mente, che vi eran punti, che appartenevansi per 
proprietà a tutta una superficie , come quelli equi- 
distanti da un punto , o da una retta , e non già al 
cerchio , o ad altra curva in quella segnata. 

Or ritornando , dalla ben lunga digressione , al- 
1’ oggetto di questo discorso preliminare , chiudesi 
la parte elementare del presente trattato col capitolo 
XVI dello sviluppo delle superficie curve , recan- 
dovi in tale argomento quant’ era necessario , e 
che da principj geometrici poteva raccogliersi } mo- 
strandone pure la convenevole applicazione ad al- 
cuni problemi . 

Nell’ ordinar le dottrine di una tal parte , che 
costituisce la così detta Geometria Descrittiva , ho 
cercato conformarmi , per quanto permetteva la na- 
tura dell’ argomento , allo stretto sistema georaetri- 
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co , rendendovi le materie , e le proposizioni cori- 
tiesse tra loro, e cercando di evitare ogni superflui- 1 - 
tà , ed ogni ricerca , che vi rimanesse senz’ uso, ed 
a’ fondamenti della scienza non si apparteneva . 

Di una cosa debbo scusarmi , ed è quella del- 
le figure , a’ disegni delle quali non ho potuto da- 
re quell’ estensione , e precisione grafica , che vi 
avrei desiderata , non conoscendo affatto 1’ arte di 
ben disegnarle , e nell’ età in cui sono , non senza 
que’ mali , che sogliono accompagnarla , e co’ de- 
viamenti della mia vita pubblica, e domestica, non 
avendo avuto nè tempo, nè pazienza di occuparme- 
ne in eseguirle almeno con una qualche esattezza , 
come feci da giovane, nella mia Geometria descrit- 
tiva. Da ciò è anche avvenuto, che non abbiano la 
Costruzioni ricevuta quell’estensione, che loro sareb- 
be stata più conveniente per le arti grafiche, essen- 
domi limitato , da geometra , a notare speculativa- 
mente i principj come procedere , in tutto 1’ anda- 
mento di esse} e talvolta con troppa brevità per non 
aver nè men tenuto innanzi quell’ abbozzo infor- 
me di figura, che a mano poteva da me farsi, affi- 
dando il ragionamento alla semplice immaginazio- 
ne } da che sono ancora derivati alcuni errori di let- 
tere , che veggonsi notati nell’ Errala . 

E ciò per quanto concerne la prima parte eie-' 
mantare del presente trattato: 
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INDICE 

DELLE MATERIE CONTENUTE NELLA 

PARTE I. 

DELLA GEOMETRIA DI SITO 


Prefazione 

A chi <k.*tibasi la prima compilazione in forma di 
Elementi de' principi! fondamentali della dottrina do' 
sili nello S|>azio, chiamandola Geometria descrittiva. 

Prima compilazione fatta dal prof.Flauti degli Ele- 
menti della Geometria descrittiva nel 1801 , come 
ciò avvenne, c dove insegnati. Quàndo pubblicati per 
le stampe , e giudizio che ne fecero distinti geometri 
italiani . 

Il Lacroi x concorrò col Monge all' anzidetto scopo, 
pubblicando nel 1795 le sue istituzioni di tale scien- 
za , col titolo di Geometrie sur Ics piane , et les sur- 
faces courbct. 

Del saggio di Geometria analitica di sito compi- 
lalo dal prof.Flauti porlo sue lezioni nella cattedra 
dell Università degli studi , dal 1800 al 1812. 

Improprietà dello denominazioni date a questo ra- 
mo di scienza geometrica tanto alai Monge , che dal 
Lacroix ; da che fu indotto il Flauti a dare ai pre- 
sente trattalo il titolo di Geometria di sito sul piano 
e nello spazio , fin dalla prima volta che pubblicollo 
nel 1815. 

In che questo trattato si differisca dalla Geometria 
descrittiva propriamente detta. 

Esposizione generale del contenuto uo' capitoli del 
trattato da I , a V. 

Come si possano i teoremi di Dati de’ cap.ll e III. 
trasmutare in problemi descrittivi , per servirsene di 
prima istituzione in questa Scienza grafica. 

Ricerche non proprie a questo argomento ripor- 
tale da taluni autori di Geometria descrittiva . 

Nota a piò di pagioa. 

Esposizione del contenuto ne’ cap.da VI a IX. 

Difettosa definizione del piano tangente una super- 
ficie curva data dal Monge . dall' Ilachettc , e poi da 
altri adottata ; e corno corretta . 

Due problemi de' contatti sferici, recati nel capito- 
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lo X, serbando a trattar tutti quelli di questa fami- 
glia nel volume IV. degli Opuscoli malematici. 

Indicazione del contenuto ne' capitoli dall' XI. al 

XIII. . 

Considerazioni sulle curve a doppia curvatura re- 
cate nel capitolo XIV. 

Uso de’ luoghi alla superficie nella soluzione de 
problemi nello spazio ( cap. XV. ) 

Qual sia il vero senso in cui si debba prendere la 
Voce estensione ; ed esser falso , che gli antichi aves- 
sero poco conosciuto le proprietà dell estensione nel- 
lo tre dimensioni . 

Come debba coltivarsi la scienza geometrica a di 
d’oggi- 

Congettura del perchè non sicnci pervenute tante 
opere importanti degli antichi. 

Altro argomento per comprovare . che gli antichi 
dovettero trattare problemi nello spazio. 

Equivoco del Montucla su’ Luoghi alla superficie, 

Nola. 

Metodo tenuto nell’esposizionne delle materie di 
questo trattato. 

PARTE I. 


Cap. i. — Definizioni, e nozioni prelimi- 
nari. 

Def. Dello spazio. 

Def. Del sito di un oggetto geometrico noi piano , 
e nello spazio . 

Nola. 

Scol. Qual debba essere la natura de determinan- 
ti del sito di un oggetto geometrico ; e specificazio- 
ne di questi oggetti . 

Def. Del dato di filo. 

Def. D e determinanti il sito. 

Cap. ii. — Determinanti del sito de’ punti, 
delle linee , e di alcune figure nel piano. 7- 


Teob./ determinanti del sito di una retta nel piano 
sono due punti di essa dati di sito ; e risulta pur data 
di grandezza la retta interposta tra essi . 

Tkob. I determinanti del sito, e della grandezza di 
un cerchio sono il sito del centro , e la grandezza del 
raggio. 

Nota a’ §§. 7 ed 8. . 

Teob. Se càuto il silo di due rette, n sulta ancot 
dato gufilo del punto del loro incontro, 

Nola, 
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Teob. Dal silo di due punii ritolta determinato 
quello di un terzo, che terba da etti distanze date. 

Teor. Dal sito di un punto rispetto ad una linea 
retta rimane assegnalo , i. il sito e la grandezza del 
la perpendicolare tirati! a questa da quello , 2. il ti 
lo della parallela tiratale per quel punto ; 3. il sito 
di qualunque inclinata ad essa , tiratagli dal pun- 
to , in angolo dato. 

Teor. Date due rette di silo in un piano , è dato 
l' angolo da esse compreso incontrandosi . E se sia 
dato l' angolo di due rette , e 7 sito dell' una , e del 
vertice dell' angolo ; sarà ancor dato il silo deli altra 

N' è ancor vera la conversa. 

Teor. / determinanti del sito di un punto rispet- 
to a due rette date in un piano , che s inlerseghino 
tono le distanze date di quello da ciascuna di queste 

Scol. 1. Supponendo tali retto indefinite po' due 
loro versi ; il sito dei punto risulta quadruplice. 

Scol. 2. Esibizione facilissima del punto , quando 
lo due rette sieoo ortogonali. 

Dee. Le due rette alle quali si riferisce un punto , 
per determinarne il sito nel piano , diconsi direttrici, 
ortogonali se ad angolo retto , obblique in caso con- 
trario. 

Teob. Determinanti di una linea curva nel piano. 

Teor. Da tre punti dati nel piano risulta dato di 
grandezza, e di specie il triangolo, cbe si ottiene con- 
giugnendoli . 

lina tal verità si estende a qualunque rettilineo. 

Mota. 
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Cap. in. — De’ determinanti del sito de’ 
punti , delle linee rette , e degli angoli nello 
spazio. 


27- 68 


Dee. -Che dicesi pny aziona di un punto nello spa- 
zio su di un piano . Che intendasi per piede della per- 
pendicolare tirata al piano dal punto ; che per altez- 
za del punto 

Cor. Tuli’ » punti delle perpendicolare ad un piano 
hanno su questo la stessa proiezione , cioi il piede di 
essa sul piano . 

Dee. Cosa intendasi per piano abbattuto con un al- 
tro, ch'era con questo ad angolo. 

Teor. La proiezione di una retta nello spazio su 
di un piano è un' altra retta. 

Cor. 1. Tutte le linee rette in un piano perpendi- 
colare ad un altro , hanno per loro proiezione su que- 
sto la comune sezione de' piani. 

Cok. 2. i determinanti te projexioni di una reità su 
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di un piano , tono le proiezioni di due punti di essa 
tu questo. 

IHf. Che intendasi per proiezione su di un piano 
di una retta nello spazio. 

Con. La perpendicolare ad un piano ha per proje- 
itone su questo il piede di quella. 

Def. Della retta parallela ad un piano. 

Con. 1. Tirando per un punto di un piano la pa- 
rallela ad una retta parallela al piano , questa deve 
cadere nel piano stesso . 

Cor. 2. Una retta terminata parallela ad un pia- 
no adegua la sua proiezione su questo. 

Scol. Quando i piani di proiezione sono ortogona- 
li I' uno suol dirsi orizzontale , I altro verticale : e le 
proiezioni dc'punti , delle rette . c degli altri oggetti 
geometrici su di essi prendono puro il nome corti- 
spondente di orizzontale . e verticale . 

Tbor. E dato il silo di un punto nello spazio , se 
ne sia data la projezione sudi un piano di sito, e 
f altezza su questo . 

T kor . O pure, te ne sono date le projezioni tu due 
piani di filo ad angolo. 

Cor. 1. L'altezza di un punto tu di un piano oriz 
sentale é quanto la perpendicolare , che dalla proie- 
zione verticale di etto si tiri alla comune sezione de 
piani ortogonali ; t viceversa . 

Cor . 2. Se una linea retta è parallela ad uno de 
piani di projezione ortogonali; la sua projtzione sul- 
f altro di essi sarei ancor parallela alla comune sezio 
ne di que piani Ortogonali . 

Scol. 1 e 2. Come si trasporla la proiezione di un 
punto , o di Una retta da un piano dato di proiezio- 
ne ad un aUro. 

Tsor.A' pur italo il sito di un punto nello spa- 
zio , se nc sten date le distanze da tre piani di tilo 
che »’ incontrino . 

Scout. — E però . te ne sqno date le distanze 
da tre assi fissati netto spazio, sieno ortogonali , o pure 
inclinati in dati angoli. 

Nota., - ’ 

Teoii. E dato il silo di una retta nello spazio , te 
tono date le prelezioni di due suoi punti su di un 
piano di sito , e le altezze di questi sul medesimo . 

O pure , se tien date le sue projezioni su due pia- 
ni di sito ad anejoto . 

Scoi., ge.x. — Tra i determinati assegnati pel gito 
de' punti , e dello rette nello spazio , quali sieno i 
più propri. Considerazioni per farne uso nelle arti 
del disegno. 

Tr.u*. Dato il sii n eli una retta nello spazio rispel- 
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lo a due piani ad angolo , tono dati i punti ove quel- 
le incontrano ciatcun de' piani. 

Teoh. Date di grandezza le proiezioni di una ret- 
ta , i ancor data la tua grandezza. 

Scol. 1. Como si ottenga facilmente la differenza 
delle altezze degli estremi di una retta data di sito , 
riferita a piani ortogonali. 

Scot.2.l7na Tettarelle spazio ita alla sua proiezio- 
ne , come il raggio al coseno dell angolo in cui incli- 
nasi la ritta al piano di tal proiezione. E ciò con- 
duce a determinare un tal angolo . 

Teob. Dato il silo di due rette , che i intersega- 
no nello spazio , è dato quello del loro incontro. 

Con. La congiungente te intersezioni delle proiezio- 
ni, su due piani di sito che s’ incontrata , di-due linee 
rette , che t' intersegano nello spazio . risulta perpen- 
dicolare alla comune selione de' piani , quando questi 
suppongami f un 1 altro abbattuti . 

Scoi.. La sola condizione poc' anzi detta non ba- 
sta a determinar la conversa della precedente propo- 
sizione , cioè che le due rette debbano intersegarsi 
nello spazio. 

Teob. Dato il rito di due rette . che intersegano 
n elio spazio , i pur dato l" angolo da esse compreso. 

Teob . Dati di rito i vertici degl' angoli di una figu- 
ra rettilinea nello spazio ; la figura sarà data di sito 
e di grandezza. 

Teob. Un triangolo nello spazio sta ulta sua proje- 
zione su di un piano , come il raggio al coseno del- 
V angolo in cui inclinasi a questo il piano del trian- 
golo . 

Con.l. c 2. Lo stesso per un poligono qualunque , 
o altra figura piana . 

C*p. iv. — De’ determinanti il sito de’ pia- 
ni, delle linee curve* che esistono in essi , 
degli angoli solidi, e de poliedri nello spazio. 

Dee. Che intendasi per traccia di un piano su di 
un altro di sito . 

Teob ./ determinanti del rito di u» piano nello spa- 
zio sono le sue due tracce su due piani di silo ad 
angolo. 

■O pure, una delle sue due tracce , e ’l silo di un 
punto di esso. 

O ancora il sito di Ire punti di esso . 

O una delle sue tracce, e i angolo in cui esso in- 
clinasi al piano di questa. 

O lilialmente , ulta delle tracce , e f angolo di que- 
sta con f altra , 
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Lemma pel §. 77 . 

Teck. D ato il ri lo di un piano nello «pasto i ancor 
data l'inclinazione di tuo a dottano de piani di prò- 
jetione cui è riferito . 

Tede. E n i pur dato di rito ogni punto di tuo , 
data che ne eia una soia projtziont. 

Teor .Dati di tiro due piani, che t'intersegano.i an- 
cor data di «ito e di grandezza la loro comune lezione. 

Ed càuto ancorai angolo della loro scambievole in- 
clinazione. 

Scol. Due cali particolari del teor. n. 8t. 

Teck. Dato il sito di un piano , e anello di una 
retta che f incontra nello spazio , i dato il «ito del 
punto dell'incontro. 

Teor. Dato il filo di un piano , e di un punto , è 
data disilo e di grandezzata perpendicolare, che 
dal punto ti lira al piano ; e di silo il punto ove C in- 
contra. 

Scol. Se una retta i perpendicolare ad un piano ; 
le projesioni della retta tono perpendicolari alle rispet- 
tive tracce del piano. 

Teor. Dato il eito di una retta , e quello di un 
punto , i dato il sito del piano, che pel punto ri tira 
perpendicolarmente alla retta. 

Co n.Ed ancora il sito, e la grandezza della perpen- 
dicolare , che dal punto ti tira alla retta. 

Dato il sito di un piano , e quello di una retta , è 
dato di silo il punto ove questa l' incontra , e di gran- 
dezza r angolo nel quale gli «' inclina. 

Teou.È dato il silo , e la configurazione di una li- 
nea curva esistente in un piano dato nello spazio , se 
t tendale le proiezioni di quella tu due piani di sito 
ad angolo . 

Mota 

Scol. lo qual modo si otterrebbero le cose dette nel 
precedente teorema , se la curva proposta fosse una 
curva definibile. 

Teor. Dato il sito di ciascun de lati di un angolo 
solido triedro , i dato ancora un tal angolo di sito, c 
di grandezza . 

Mota: ed in essa vien riportata la compiuta eostitu- 
lione dell' angolo solido triedro , e quindi del trian- 
golo sferico corrispondente . 

Coa. Il teorema precedente ha ancor luogo se l’ an- 
golo solido fosse poliedro . 

Teo«. Dato Usilo de' vertici degli angoli di un soli- 
do poliedro ; il solido risulta dato di grandezza , e di 
»Ho . 
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teoricbc alla risoluzione di alcuni problemi. 

Piobl . Tiràrt per un punto dato nello tpazio la pa- 
rallela ad una retta in etto data. 

Probi. Tirare per un punto dato nello tpazio un pia- 
noparallelo ad un altro piano dato. 

Probl .Date di silo due rette, auegnare il piano con- 
dotto per C una parallelo all' altra. 

Scol. Come dal prec. probi, risulti determinato ciò 
che fu avvertito nel §.63. 

P»oBL./t<J un punto dato in una retta di tito nello 
tpazto costituire un angolo uguale ad un dato . 

Rota. 

Probl. Condurre per uno retta di tito nello spazio 
un piano , ehe t inclini all un di quelli di projezione 
in un angolo dato. 

Scol .Sene rileva etter anche dato il tito di un piano 
da una delle tue tracce , e dall angolo d inclinazione 
di etto al piano dell altra. 

Pbobl. Ter una retta data in un piano di t ito nello 
tpazio far pattare un altro piano , che coitituiica col 
primo un angolo dato. 

Probl. Dato un angolo , e 1' inclinazione de' tuoi la- 
ti all' un de piani di projezione ; auegnare le proie- 
zioni di etto angolo. 

Scol. 1.0 cbè lo stesso : Dato di tito e grandezza 
un angolo nello tpazio , e dati quelli che comprendono 
i tuoi lati con la perpendicolare ehe dal »uo vertici 
cade tuli un de piani di projezione ; etsbire la projt- 
zione corrispondente di quell' angolo. 

Scol. 2. Il problema enunciato nel precedente sco- 
lio corrisponde a ciò , che nelle pratiche geodesiche 
si dice riduzione di un angolo alt orizzonte- 

Probl. Costituire ad un punto dato in una retta di 
tito nello tpazio un angolo uguale ad un dato , con u- 
na retta, 'che t'inclini all un de piani di projezione 
in angolo dato . 

Probl. Esibire il tito, e la grandezza della minima 
distanza di due rette nello tpazio . 

Nota. 

Cab. vr. — Delle superfìcie curve , e de" 
determinanti del loro sito nello spazio. 

Nota . 

Dee. Che intendasi per curva definibile . 

IlEF.Quando una linea curva dicesi data in un piano. 

IIef. Genesi di una superfìcie curva , e sua di- 
rettrice , e generatrice. 

Nota. 
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De». Genesi universale delle superficie conicho , 
c cilindriche dedotta dalla definizione precedente. 

Def. Distinzione delle superficie di rivoluziono in 
collanti e variabili. 

Lem. Dividendo le ordinate di una curva in una 
costatile ragione, per luti' i punti di tali divisioni 
passa una curva della stessa natura della proposta 

Cor. E se due curve delta stessa natura abbiano un 
asse comune , le ordinate corrispondenti ad una me 
desima ascissa saranno t'n una ragione costante. 

Le*. Segando una superficie di rivoluzione rostan 
te, o variabile con un piano parallelo alla sua direttri- 
ce , si otterrà per sezione una curva simile a guesta. 

Con. Un carattere delle curve simili . 

Teor. D eterminanti del sito di una superficie curva 
di rivoluziono. 

Cor. Per le superficie coniche, e cilindriche. 

Scol. N el caso di una curva definibile, e di nota de- 
scrizione , la proiezione verticale della generatrice 
passante per un dato punto , può ottenersi aoche con 
un moto continuo . 

Teo». S è dato il sito di una superficie curva , è 
ancor dato quello di ogni punto di essa di cui abbiasi 
una sola projezione . 

Def. Che intendasi per costruzione di una superfi- 
cie curva. 

Caf. vii. — Costruzione speciale delle su 
perfteie cilindriche , coniche ; e di rivoluzio 
ne costante. ' 

• >••••• 

Costruzione di una superficie cilindrica data di 
sito. ' 

— Di una superficie conica data di silo. 

— Di una super lìc : e di rivoluzione costante data 
di sito con T asse verticale. 

I ' ♦ 

Cai*. viti. — De’piani tangenti le superficie 
corvè, c delle normali ad esse ; e specialmen- 
te di quelli langcuti le superficie cilindriche , 
e coniche. 

Def. Del piano tangente , conseguenze di essa ; 
d’ onde il principio fondamentale per la determinazio- 
ne del piano tangente. 

Def. Delle superficie curvo che si toccano , e del- 
la normale ad una superficie curva in un punto dato 
di essa; e come tal ricerca dipenda da quella del pia-. 
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Psobl. Del piano tangente una superficie cilindrica 
dola di sito , per un punto datò in essa. 

Peoni. Del piano tangente una superfìcie cilindrica 
data di sito, per un punto dato fuori di essa . 

O parallelo ad una reità di sito. 

Scol. 1 . Come possa tirarsi graficamente ad una 
curva la tangente parallela ad una retta data. 

Scol. 2. £ come possa lirarglisi in modo , ché s'in 
clini ad una retta di aito. Del piano di essa, in un dato 
augni» . 

Paoli;.. Tirare ad una superficie cilindrica un pia- 
no tangente, che «' inclini alt' orizzontale in un anso 
lo dato. 

Gli stessi quattro precedenti problemi risoluti per 
la superficie conica. 

CAp.ix.Dé'" piani tangenti le superficie cur- 
te di rivoluzione costante , e specialmente le 
sferiche. 

Paoni.. Del piano tangente una superficie di rivo- 
luzione con r asse verticale , per un punto dato in 
essa . 

Kiduzionc nel caso della sfera. 

Paoni.. Del piano tahgentb una superficie sferica 
data, passante per una retta di sito. 

I.MH. 1 . Tirare la tangente comune a due cerchi 
dhti di grandezza e di silo , in un piani). 

Nola. , 

Paoni.. Del piano tangente due superficie sferiche 
date di grandezza e di sito. 

Lem. 2 ./ Ire punii di concorso delle tangenti comuni 
a Ire cerchi dall, di grandezza e di silo, in un piano , 
sono allogati in una retta. 

N'ola. 

Pbobl. Del piano tangente tre superficie sforici» 
date di grandezza, e di sito . 

N'ola . 

Le*. 3, /fsjcgnarc in un piano di sito la traccia di 
una superficie cilindrica . con la generatrice paralle- 
la ad una retta data di sito , circoscritta ad un' altra 
di rivoluzione unctr data , con t asse perpendicolare 
a quel piano. 

Lo staso per una superficie conica col vertice dato. 

Nota nella (piale si dimostra, che: La linea di con- 
tatto di una superficie di rivoluzione generata da una 
curva conica.col cono di un dato vertice circoscrittole, 
o con una superficie cilindrica con la gencratr cé pa- 
rallela ad una retta di sito , è una córra cinica. 

i’aoBL. Del piano tangente uua superficie di rivo 
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lux ione , il quale passi per una retta di sito. 

fiuta per questo problema , e pe' seguenti fino al 
termine del capitolo. 

Probi.. Del piano tangente una superficie di rivo- 
luzione, con 1' asso verticale , parallelo ad un piano 
dato . 

Costruzione speciale per la superficie sferica, 

Pbobl. Del piano tangente una sfera, ed una su- 
perficie cilindrica, date di sito. 

Probl.O pure , tangente una sfera, ed una super- 
ficie conica, date di sito. 

Scol. per le due precedenti soluzioni. 

Probl. Del piano tangente una superficie di rivo- 
luzione data di sito , ed un'altra cilindrica similmen- 
te data. 

Pbobl. O pure un 1 altra conica . 

Lem. Circoicrivire a due sfere date di grandetta . 
e di sito , se uguali , una superficie cilindrica , te di- 
suguali una conica. 

Scol. D a tal problema risulta aoclio un'altra solu- 
zione di quello del piano tangente una data sfera, per 
un punto dato fuori di essa. 

Pbobl. D el piano tangente due sfere date di gran- 
dezza e di sito, ed una superficie di rivoluzione co- 
stante similmeute data. 

Cap. s. — De’ contatti sferici. 

ilota. 

Perchè si rechi la soluzione del principal proble- 
ma di questa famiglia. 

DtF.I’eria chiara intelligenza del seguente lemma. 

Lem.1. problematico , per la riduzione di tali pro- 
blemi . 

Lem. 2. problematico. 

Lem. 3. di' è un teorema locale per la riduzione 
de' problemi de 'contatti sferici , e del quale si dà la 
soluzione si geometrica , che grafica . 

Caso particolare pel precedente lemma. 

Lem. li. problematico , per f anzidetta riduzione , 
risoluto geometricamente, e graficamente. 

Probl. D elle quattro sfere da farsi toccare da una 
quinta . 

Soluzione geometrica. 

Soluzione grafica, i 

Probi.. Descrivere una sfera di dato raggio , che 
tocchi tre sfere date di grandetta , e di sito. 

Soluzione grafica di tal problema. 
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Cap. xi. Degl’ incontii di una retta di si- 
to con una superficie similmente data. 

Importanza dell’ argomento delle intersezioni del- 
le superficie curve, e conte ripartito nel precendente 
trattato. 

l'aosL. Costruire gl’ incontri di una retta di sito 
con una superficie cilindrica similmente data. 

ì'robl. Lo stesso con una superficie conica. 

Ama pe' due precedenti problemi. 

Lem. Segando una superficie di rivoluzione con un 
piani parallelo al suo asse ; la sezione sarà una cur 
la simile alla generatrice. 

Esempi in dilucidazione del precedente lemma . 

Puobl. Costruire gl’ incontri di una retta di sito 
con una superficie di rivoluzione costante. 

Cap. xu. — Delle intersezioni di un pia 
no con una superficie cilindrica , conica, o di 
rivoluzione costante . 

Tf.or. 1. Le sezioni prodotte in una superficie ci- 
lindrica da piani paralleli , sono tutte identiche Ira 
loro . 

E però se il piano sia parallelo a quello delia trac- 
cia di tal superficie , la sezione sarà identica a tal 
traccia. 

Come in questo caso si assegni la proiezione di 
quella sezione sul piano della traccia , cui siaobblé- 
qua la generatrice della superficie cilindrica. 

Teor. 2. Qualunque sezione prodotta da un piano 
in una superficie cilindrica, è curro dello stesso gene- 
re della direttrice di tal superficie . 

A ola in cui vien recata un allea dimostrazione di 
tal verità, nel caso cito la direttrice della superficie 
cilindrica sia una curva definibile . 

Troll. 3. In un cilindro retto a base circolare non 
può esservi alcuna sezione circolare , oltre la paral- 
lela alla base. 

E le sezioni in esso prodotte da piani sono ellissi, il 
cui asse maggiore sta al minore, come il raggio al co- 
seuo dell’ angolo d' inclinazione del piano segante a 
quello della base del cilindro. 

Tkor. 4. Ael cilindro a base ellittica possono a- 
ter luogo, per ogni jiunlo dell' asse , due sezioni cir- 
colari . 

Aota in cui dimostrasi in altro moda diretto la ve 
lità di questo teorema . 

Tech. 5. Segando una superficie conica con pian 
paralleli , le sezioni saranno curve simili tra loro 
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Nota ( la slessa clic pel teor.2 ) . 

E Iterò se il piano separile sia parallelo a quello 
della traccia della superficie conica , la seziono sarà 
una curva simile a lai traccia . E come si possa as- 
segnare quella cuna sul piano di questa . 

Pbikcip. — Due curve di diversa natura non pos- 
sono mai , ravvicinandosi i una all' altra , confon- 
derti tra loro. 

Teor. li. Comunque seghisi con un piano una su 
perfide conica . la sezione è sempre della stessa natu- 
ra che la direttrice. 

'l’hott- 7. In ogni cono a base ellittica , puh sempre 
condursi pel centro della base un piano , che produ- 
ca nella superficie conica una sezione circolare. 

Nota ( la stessa che pel leor. 4 ). 

Altra nota. 

Cor, Quindi ogni cono a base ellittica , è la slessa 
cosa elio un cono a base circolare , diversificandosi 
solamente por la sezione che prendesi per baso , o 
direttrice della superficie conica. 

Probe. Costruire i intersezione di una data super- 
ficie cilindrica con un piano di sito. 

Come esibiscasi f effettiva curva d' intersezione , 
e la tangente ad essa per un dato punto. 

,1'robl. Costruire f intersezione diana superficie 
conica data di silo , con un piano di sito, perpendi- 
colare a quello di projezione verticale. 

Nola in cui si dimostra la polare di una curva co- 
pica assegna bile dalla stessa sua genesi per seziono. 

Scowi. — Come costruiscasi f effettiva curva di 
sezione , e le 6i tiri la tangente in un punto dato . 

Pbobl. Costruire l’ interseziene di una superficie di' 
rivoluzione data di sito , con (' asse verticale , e di un 
piano di sito perpendicolare al verticale di projezione. 

Nota q pie ]>oq. 

SroE. Indicazione per esibir l’effettiva curva dì 
lezione , e la tangente ad cs«a in un punto dato. 
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Delle intersezioni delie supcr- 
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Tali intersezioni danno più comunemente luogo al 
le cosi dette eurre a doppia curvatura. 

Nota nella quale dimostrasi generalmente il se- 
guente teorema : Se un cono penetrando una super- 
ficie del secomt ordine vi produca una curva pia- 
rla. dovrà anche esser piana f altra curva , ptr cui 
U esce . ■ 
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I.o stosso pel cilindro. 

Probe, ge.vuk. — Nel quale si abbozza il metodo. 
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generale per costruire l'intersezione <)i due superficie 
curve date di sito, e di forma, le quali s'interscgano. 

Riguardi da usare in adoperarlo . 

Probl. Per la tangente all' intersezione di due su- 
perficie curve , per un punto dato in essa . 

Paoni.. Costruire f intersezione di due superpeie 
cilindriche date di tilo. 

Limiti delle curve d' intersezione, e delle loro pro- 
iezioni. 

Probi.. Costruire l' intersezione di due superpeie 
toniche date di sito. 

Probl. Costruire T intersezione di una superpeie 
conica data di sito , con una superpoie cilindrica si- 
milmente data . 
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Probi., Costruire T intersezione di una ' superpeie 
cilindrica data di sita con un - altra di rivoluzione, 
intorno ad un asse verticale, anche data disilo. 

Probi.. Costruire f intersezione di una superpeie 
Cilindrica , e di un" altra sferica, date di sita. 

3coi.. Che da tal problema possa graficamente co- 
struirsi l’elegantissima soluzione del Viviani al suo 
enigma geometrico della volta emisferica quadrabilc. 

Probi.. Costruire V intersezione di una superpeie dì 
rivoluzione dola di sito, intorno ad un asse verticale, 
con una superpeie conica anche data di silo . 

Probl. Costruire l'intersezione di una superpeie 
conipa data di silo con quella di una sfera similmen- 
te data. 

Probl. Coslrtiire l intersezione di due superpeie 
di rivoluzione date di sito. 

Modificazione clic riceve un tal problema nel caso, 
che |e. superficie proposte sicno di 2°. ordino. 
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Cap. xiv. — De’ determinanti del sito del- 
le linee curve a doppia curvatura ; ed alcun 
problema fondamentale per la loro teorica . 


261--26C 


Maniera di trattare questo argomento uniforme- 
mente a quella indicata per le curve piane ; c van- 
taggio che in tal argomento offre I’ analisi moderna , 
Teo«. I determinami del sito , e della forma di li- 
na curva a doppia curvatura , sono le projezioni di 
essa su due piani ad angolo , 

Cor. £ però ne sono determinanti le due superfi- 
cie cilindriche rette a due piani , che s’ incontrano , 
le quali abbiano per direttrici su questi le projezioni 
rispettive di quelle linee curve . 

Probl. Datele projezioni di una linea curva nello 
spazio ; determinare ss essa sia a semplice , o pure a 
doppia curvatura . 
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Co*. Se ne rileva , che una curva a doppia cur- 
vatura non possa aver mai per projezione su di un 
piano una linea retta . 

Tkob. La languite una linea curva nello epa si a . 
in un punto di essa , ha per projezioni le tangenti le 
projesioni di tal curva in que' punti , che sono le pro- 
iezioni del proposto. 

Cap. xv. — Di alcuni problemi nello spa 
zio risoluti per mezzo de’ luoghi alla super- 
ficie . 

Nola. 

Le superfìcie curve sono I luoghi geometrici delle 
proprietà costanti di cui esse-sono dotato ; c però 
per mezzo di esse possonsi costruire i problemi pro- 
posti co' dati nello spazio , del pari che con le linee 
curve a semplice curvatura costrtiisconsi quelli co' 
loro dati nel piano . Importanza del presento argo- 
mento per I' oggetto poco fa indicato. 

Che le lince curve a doppia curvatura non sieno 
esse propriamente i luoghi alla superficie — Digres- 
sione sulla necessità di coltivare per tale oggetto la 
Geometria antica. 

Probi.. Baie due rette di silo , nello spazio ; esi- 
bire quel punto nell' una di esse , che disti doli al 
Ira per una retta data. — Determinazione di tal pro- 
blema . 

Nota in cui recasi la soluzione geometrica di tal 
problema. <• 

Probi.. Date di sito due rette , e nell" una di esse 
un punto ; inclinare a questa dall' altra una retta , che 
ti comprenda in quel punto Un angolo dato , 

Nota per I' analisi geometrica di tal problema . 

Probi.. Data , nello spazio, una retta inde finita di 
sito , e dati fuori di ts*a due punti ; ritrurare nella 
medesima quel punto che congiunto co dati: 

i° Sia data la somma , o la differenza de’ quadra 
ti delle congiungenti. 

J 1° La somma, o la differenza di queste. 

111° L' angolo , cheti comprendono. 

1V° La loro ragione 

Note corrispondenti a piò pag. , c Note in fine del 
trattato , in cui sono recate le soluzioni geometriche 
di tali problemi. 

Pbobl. Circoscritere la sfera ai una data pirami- 
de triangolare . 

Nola. 

Scoi.. 1 . Riduzione piò- elegante della precedente 
costruzione. 
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Scol. 2. Osservazione sull' analisi geometrica d 
questo problema. 

Probi.. Iscrivere la tfcra in una data piramia 
angolare. 

Nata. 

Lem .Le tre congiungenti i punti corritpondent 

le scambievoli intersezioni di tre cerchi, o concorrerà 
in un medesimo punto o pur sono parallele tra loro 

Co». 1. Se ne rileva , che : Se nella linea rttta la 
quale unisce i punti d' intersezione di due cerchisi 
prenda un punto , dal quale si tirino a' cerchi due 
corde ; per le intersezioni di queste co due cerchi, do 
trà sempre passare la circonferenza di un cerchio . 

Coh. 2. Se le congiungenti, le intersezioni rispet- 
tile di tre cerchi risultino parallele ; i loro centri gia- 
ceranno tn linea retta . Ed al contrario. 

Teor. Se tre sfere s intersegano scambievolmente ; 
i piani de' cerchi in cui s' incontrano , due a due, do 
fratino concorrere in una medesima retta perpendico- 
lare al piano che passa pe' centri di esse sfere , o pu- 
re esser paralleli Ira loro. 

Teor. Tre superficie sferiche , le quali abbiano i lo- 
ro centri in linea retta , se inlerseghinsi scambievol- 
mente , avranno due soli punti di comune . 

Probl. Pati i sei tali di una piramide triangolare, 
costruire l' altezza di ciascun suo vertice sul piano 
opposto. 

Nota. 

Scol. Se ne deduce un' altra soluzione elegante del 
problema di : Descrivere la sfera di dato raggio , che 
ne tocchi tre altre date : Come ancor quella di : De- 
terminare un punto nello spazio , date le tue distanze 
da tre altri punti dati. 

Probi .Assegnare quel punto, che congiunto con tre 
altri dati , sia una delle congiungenti a ciascuna delle 
altre in ragioni date. 

Nel caso che un tal punto sia fuori del piano de- 
gli altri tre , il problema corrisponde a quello di : Co- 
struire la piramide triangolare, dati i lati della base 
e le ragioni degli altri tre lati. • 

Probl. Esibire il vertice dtlla piramide triangola- 
re , dati i lati della base , e gli angoli compresi dalla 
sua altezza co letti dell ' angolo verticale. 

Scol. Costruzione impropria data di questo pro- 
blema da taluni geometri. 

Probl. Dati in una piramide triangolare i lati 
delle base . ed i tre angoli al vertice di essa ; costrui- 
re questo punto , 

Soluzione grafica , analisi geometrica , e determi- 
nazione. 

Nota . 
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Soluzione geomelrica del prof. Scorze . 

Soluzione meccanica . 

Scol. Istoria di questo problema , e considera 
sioni sulle diverse soluzióni date di fesso. 

Probl. D ividere una piramidi triangolare in quattri 
altre piramidi triangolari , le quali abbiano per bas 
le facce della piramide data , e per rerlice uno stetti 
punto dentro di està, e che serbimi rispettivamente tri 
foro ragioni date. 

Scol. In cui s'indica la soluzione del problema 
Dati quattro rettilinei in diversi piani di sito , chi 
j' incontrino ; determinare quel punto , che preso pei 
vertice di quattro piramidi aventi per basi que' rettili- 
nei , abbiano qutsti tra loro ragioni date. 

Prodl . Ritrovare le due medie proporzionali Ira dui 
rette date. 

Soluzione di Archila . 

Scol. Considerazioni sulla composizione del prece- 
dente pi oblema. 

Aola. 

Teob .E dato il sito di un punto nello spazio , se 
sien date le disianze , eh' esso serba da Ire altri pun- 
ii già dati di silo nel medesimo. 

Aola 

TeOr. E dalb il silo di un punto nello spazio , se 
stendale le disianze di esso da tre ntte date di silo 
nel medesimo . 

Costruzione grafica del punto co' precedenti dati . 

Scol. pe' precedenti duo teoremi di Dati. 

Cap. xvi. — Considerazioni generali sullo 
sviluppo delle superficie curve. 

Ì)ef. Quando una superfìcie si dirà sviluppabi- 
le . — Conseguenza di tal definizione ; ed oggetto 
dello sviluppo delle superficie-curve sviluppabili . 

l'notiL. Assegnare le condizioni geometriche per lo 
sviluppo delle superficie curve. 

Se uè ricava il carattere per le superfìcie curve 
sviluppabili . 

Con. 1. Condizione che ne deriva pel pisno tangen 
lo una di queste supeillcie in un punto di essa. 

Co*. 2. Altra proprietà ,* che si deriva per le su- 
perficie sviluppabili. 

Scol. Che questo argomento 'siasi qui elementar- 
mente trattato , serbando a ripigliarlo altrove in mo- 
do p ù generale , e conveniente ad esso. 

Teob. La tangente di una curva segnala in una su- 
ptrficie sviluppabile , sullo sviluppo di questa , fa con 
quel lato , che passava per lo coniano lo slesso ango- 
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lo , eh e vi comprendeva prima dello sviluppò. 1318 

Scol. I)a die riesce facile il determinare , sullo 
sviluppo di una superficie , il sito della tangente .- 

PaoBL-Seilupparc ima superfìcie cilindrica , « rap- 
portare sullo sviluppo una curva data in essa. 

Scol. La curva, che sullo sviluppo di una superfi- 
cie cilindrica viene rappresentata da una retta , dee 
intersegare tuli' i lati del cilindro in un medesimo 
angolo. E(1 al contrario 

Tutte le volte , che' uii arco di curva segnata su di 
una superficie sviluppabile distendisi in linea retta 
sullo sviluppo della medesima , esso rappresenterà h 
più corta distanza su tal superficie tra qui due punti, 
che n' erano gli estremi. 

Probl. Sviluppare una superficie conica a basi 
qualunque ; ed indi segnar su tale sviluppo una litica 
curva data in essa. 

Come rcMi simplificata la costruzione nel caso del- 
la superficie conica a base circolare. 

Lem. 1. Le semiordinate che in due semicerchi di- 
vidono proporzionalmente i diametri , dividono an- 
che proporzionalmente le sebicirconfercnze . 

Lem. 2. La semiellisse segnala sulla superficie di 
un semicilindro retto , da un piano perpendicolare al 
rettangola sottoposto condotto per la costui diagonale 
divide la scmicit con ferenza prodotta nella stessa tu 
ptrficie cilindrica da un piano parallelo alla base, nel- 
la stessa proporzione che il diametro di questo divide 
la semicirconferenza descritta dal diametro il lato del 
cilindro . 

Probi.. Dividere un arco , o pure un ingoio in da- 
ta ragione. 

fiata. 
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AVVERTIMENTO. 


Riserbandoci a dare in fine dell’ intero trattato , ae farà 
bisogno , un più esatto elenco degli errori essenziali a cor- 
reggere , per ora potrà bastar questo che qui si vede. 

ERRORI CORREZIONI 
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Dopo tu questa eoggiungaei — supposto il piano 
a'A'L nei sao vero sito rispetto sii' altro a À'L 


c. SO 
6 

17 
22 

ult. 

5 
5 

27 

28 
9 

14 

23 questa 

23,24 incolperò sol 
8 gU'kf 
K <hf 
MN 


V 

c ir 

a 

Io 

gli 

delle 


11 

14 

23 

4 


6 . 

C'ef ... 

B 

della 

Al cor. corrispondono le fyM > • k* 
questo 
incontro Sul 

y& 

, SN. 

» quello, che le si abbassa — che si abbassa a quella 
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GEOMETRIA DI SITO 

SUL PIANO, E NELLO SPAZIO 


CAPITOLO I. . 

\ 

DEFINIZIONI , E NOZIONI PBELIMINAM. 


1 . Def. i . Spazio dicesi I* estensione per tre di- 
mensioni illimitata , e similare. 

2. Scol. Da questa definizione dello spazio , e da quella 
del piano data da Euclide risulta, esser le parti del piano, e 
quelle dello spazio indiscernibili ; che perciò niuna delle co- 
se esistenti in ciascuno di essi potrà distinguersi rapportan- 
dola alle loro parli ; o sia queste non potranno mai esser 
mezzo da discernere due oggetti geometrici identici , che si 
trovino nell’ uno , o nell’ altro . 

3. Def. li. Per sito, o posizione di un oggetto geo- 
metrico , in un piano , o nello spazio, s’ intende la 
determinata ed invariabile maniera di esistere di un 
tal oggetto , per rapporto ad altre cose geometri- 
che già stabilite nel piano stesso, o nello spazio me- 
desimo . 

Siffatta maniera di esistere appartenendo a quel tale ogget- 
to , non può competere, che ad esso solo , per rapporto al- 
le cose geometriche fissate ; e quindi è incomunicabile a qua- 
lunque altro simile oggetto , che non occupi lo stesso luogo 
del proposto. 

\ 
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A. Scol. Le cose geometriche fissale , per meno delle 
quali si vuol conoscere il silo di un oggetto geometrico, con- 
viene che sieno le più semplici eli' è possibile ; per cui se 
trattasi di determinare il sito di una cosa geometrica nel pia- 
no, non potranno essere che punti, o linee rette; e trattando- 
si di determinarlo nello spazio potranno essere anche piani. 

Similmente gli oggetti , che si vogliono determinare, cioè 
quelli de’ quali si vuol conoscere il sito , se ciò è nel piano , 
potranno essere o altri punti, o linee, o figure piane di qual- 
sivoglia specie ; e nello spazio potranno inoltre essere anche 
superficie di qualunque solido , o pur linee risultanti dall’in- 
tersezione di queste. 

5. Def. hi. Un oggetto geometrico si dirà Da- 
to di sito in un piano , o nello spazio , se geome- 
tricamente siesi stabilita l’ invariabile sua maniera 
di esistere cogli altri oggetti fissati nel piano stesso, 
o nello spazio ; e quindi se quello si possa geome- 
tricamente esibire. 

6. Def. iv. Gli oggetti fìssati nel piano , o nello 
spazio , da’ quali risulta il sito di un altro,', dicon- 
si i determinanti del sito di questo. 
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be’ determinanti bei sito de’ punti , deh, e linee , 

E DI ALCUNE FIGURE NEL rIANO. 


PROPOSIZIONE I. 

teorema. 

7. Se nel piano sieno fìssati due punti ; sarà da- 
to il sito , e la grandezza della linea retta che gli 
congiugne . 

Ciò è manifesto dalle precedenti definizioni 2 e 3 , e dal 
postulato 1 . di Euclide. 

PROPOSIZIONE II. 

teorema. 

8. Se e dato di sito un punto nel piano , sarà an- 
che data di sito , e di grandezza la circonferenza 
del cerchio , che ha per centro un tal punto , ed 
un raggio di data grandezza . 

Imperocché non potendosi descrivere , con quel centro ed 
intervallo , che una sola circonferenza ; è chiaro, che questa 
abbia , per rapporto al suo centro , una determinata maniera 
di esistere , incomunicabile a qualunque altra circonferenza 
si descriva col centro stesso ; che perciò essa dovrà esser da- 
ta di sito ; e ì sarà pure di grandezza ( drf.2 c 3, r poti. 3. 
Eucl. ) , 
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PROPOSIZIONE 111. 

\ 

TEOREMA. 

9. Se è dato nel piano il sito di due linee , che 
s’ intersegano } saranno anche dati di posizione i 
punti del loro scambievole incontro. 

Ciò è chiaro dalle definizioni 2 e 3 ; ed è poi stato as- 
sunto più Tolte dall’ accuratissimo Euclide ne’ suoi Elemen- 
ti , e da tutt’ i geometri nelle costruzioni de’ problemi da 
essi risoluti. 


PROPOSIZIONE IV. 

TEOREMA. 

lo. Se nel piano sieno fissati due punti ; sarà 
dato di sito quell’ altro punto , che serba distan- 
ze date da ciascun di essi. 

Poiché essendo date le distanze di questo terzo punto da 
ciascuno de’ fissati ; saranno date di sito le circonferenze di 
que’ cerchi , che hanno per centro i punii fissati , e per rag- 
gi rispettivi le distanze date ( pr. 2. ) , in ciascuna delle 
quali , com’ è chiaro , dee esistere quel terzo punto : che 
perciò questo sarà uno di que’ due ne’ quali s’ intersegano 
tali circonferenze ; e quindi sarà dato di sito ( pr. 3. ) 

41. Con. Adunque: Sarà dato il sito di un punto nel pia- 
no , per rapporto ad una linea retta in quello stabilita , se 
tal punto serbi distanze date da ciascuno di due altri fìssali 
in quella linea retta . 

42. Scoi. 1 due punti dati , e le distanze date sono i de- 
terminanti del sito di un punto nel piano ( def. 4. ) . Que- 


Digitized by Googl 


Geometria di Silo 


5 


»te distanze debbono però esser tali , che i cerchi con esse 
descritti , e che sono le locali del punto da determinarsi , o 
a’ interscghino , o almeno si tocchino -, il che è facile cono- 
scere quando abbia luogo. 

In appresso non si farà menzione di questa suscettibilità 
de’ dati , quando essa si rileva con faciltà dagli Elementi . 

PROPOSIZIONE V. 

TEOREMA. 

i 3. Se è dato nel piano il sito di un punto per 
rapporto ad una linea retta fissata in esso ; dovrà 
esser anche dato: I. il sito e la grandezza della per- 
pendicolare , che da tal punto si tira a quella linea 
retta j II. il sito della parallela che a questa con- 
ducesi per tal punto } III. ed il sito c la grandezza 
di qualunque altra linea retta s’ inclini alla propo- 
sta in un angolo dato , e passa pel dato punto. 

Part.i. I mperocché se, centro il punto dato A [/2 </••/.], in- 
tervallo qualunque AD , ( il punto D si suppone preso al di 
là della retta BC ) si descriva il cerchio EFD ; saranno dati 
di sito i punti E, F ne’ quali s’ intcrsegano il cerchio e la li- 
nea retta ( pr. 3.) ; e quindi di sito, e di grandezza la linea 
retta EF ( pr. 1 . ) ; e perciò di sito il suo punto medio G 
(10. El. I .) . Laonde sarà data di sito , e di grandezza 1» 
linea retta AG , che unisce i due punti dati A, G (pr. /.J, 
la quale è perpendicolare alla BC ( 12. El. I. ) . 

Pàrt. 2. Inoltre poiché dal punto A non si può tirare al- 
la AG , che la sola perpendicolare AL ; perciò sarà dato il 
sito di questa per rapporto alla AG ( def. 3. ) , e quindi 
per rapporto alia BC , alla quale essa AL é parallela. 
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Part. Ed inclinandosi da A sulla BC la linea retta AH 
in un dato angolo ; sarà data quell’ unica porzione di cer- 
chio , che si può descrivere sulla AG, da una delle sue par- 
ti , capiente un tal angolo ( 33. El.III. e def. 3 ■ ) : quin- 
di sarà dato il sito del punto H , ove la circonferenza di tal 
segmento intersega la BC (pr. 3. ) ; o perciò la linea retta 
All sarà data di silo , e di grandezza ( pr. 1 . } . 

PROPOSIZIONE VI. 

TEOREMA . 

i4 - Se nel piano sieno (issate due linee rette , le 
quali s’ inclinino scambievolmente } sarà dato 1’ an- 
golo che comprenderanno incontrandosi . 

Imperocché preso nell' una di esse BF [ (ìg. 2. ] un pun- 
to E , e da questo ahbassata sull’ altra CA la perpendicola- 
re ED ; sarà dato l’ angolo FED, eh’ è complemento di quel- 
lo che comprenderebbero le rette di silo BF , CA incon- 
trandosi . 

1 5. Scol. Anche la conversa di questa proposizione è vera, 
cioè , che : Se due lince rette comprendono un dato angolo * 
dovrà ? una esser data di silo per rapporto all’ altra ; vale a 
dire , che dato il sito dell’ una , sarà anche dato quello del- 
l’altra. Poiché nessHii’altra linea retta pel vertice di quell’an- 
golo, e vorso la parte stessa , per rapporto ad un de’ lati dì 
esso , ov’ò 1’ altro lato, può comprendere con quello l’ ange- 
lo stesso , cho vi comprendeva questo . 
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PROPOSIZIONE VII. 

TEOREMA. 

1 6 . Se nel piano sieno fissate due linee rette che 
s’ interseghiuo ; sarà dato il sito di ogni punto , dì 
cui è data la distanza da ciascuna di esse. 

Sieno AC , AB tali linee rette [ fig.S.n.i.], e dal punto 
dato A , ove s’ intersegano , s’intendano tirate ad esse ri- 
spettivamente le perpendicolari AD , AE , la prima ugua- 
le alla distanza , che un punto si suppone serbare dalla AB , 
1’ altra a quella che lo stesso serba dalla AC ; saranno da- 
ti di silo i punti D,E (41. El. 1 1 e del". 3. )■ Laonde an- 
che di sito saranno date le parallele DM , EN tirate per que’ 
punti alle AB , AC rispettivamente ( pr. 5. parte 2. J ; e 
perciò sarà dato per rapporto alle AB , AC il sito del pun- 
to P , ove queste s’ intersegano ( pr. 3. ) , il qual punto 
è il proposto. 

17. Scol. 1 . Le rette AB , AC essendo indefinite da' due 
versi , e le perpendicolari AD , AE ad esse rispettivamen- 
te polendo esser tirale al di sopra , o al di sotto , danno 
luogo per ognuna di quelle a due parallele indefinite ; da 
che si veggono risultare quattro punti P soddisfacenti cia- 
scuno alla medesima condizione delle distanze assegnate 
dalle AB , AC , come la figurane indica . E volendo spe- 
cialmente definire 1’ un di essi , bisognerà dinotare in qua- 
le de’ quattro angoli delle rette AB , AC che s’ intersegano 
debba trovarsi. 

18. Scoi. 2. Se l’angolo delle AB, AC fosse retto, le AD, 
AE verrebbero ad esser tagliate vicendevolmente sulle AC , 
AB ; ond’ è che F esibizione del punto proposto riuscirebbe 
più semplice : che perciò quante volte le due linee rette ad 
angolo , alle quali si rapporta un punto di cui si vuole csi- 
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bire il sito , si possono prendere ad arbitrio , giova pren- 
derle ad angolo retto. 

19 . Def. ▼. Le due rette di sito AB , AC poste 
ad angolo, cui si riferisce il sito de’ punti esistenti 
nel piano di esse , diconsi assi, o direllrici di quel 
punto ; e si dà loro il nome di ortogonali , o obbli- 
qui , secondo che comprendano un angolo retto , o 
pure ohbliquo . 

20 . Scoi. Or nel caso che sieno ortogonali [ flg.3. n.2. ] 
è chiaro, che tanto sia la distanza PY di un punto P dall 'as- 
se AC , quanto la AX , che sull’ altro asse AB corrisponde 
all’estremo X della perpendicolare tiratagli dallo stesso pun- 
to P . Sicché , si vedrà esser anche dato il sito del punto P in 
un piano , se conoscasi la sua distanza da una retta di sito 
AB , nel piano stesso , e quella del punto ove tal distanza 
l' incontra da un altro punto A dato in essa . £ lo stesso a- 
vrehbe luogo , se essendo obbliqui gli assi AB, AC [ fig.3 . 
«.!.], le PY , PX si supponessero parallele rispettivamen- 
te ad essi ( pr . 5. n. 3. ) . 

21. Queste AX , kx [ fiy.3.n.2. ] , che in un degli assi 
AB corrispondono dal punto A , intersezione di essi , agli e- 
etrerni delle parallele all’ altro asse tirate da’ punti P, p, ec. , 
si dicono ascisse per questi punti , e le PX, pr, cc. le corri- 
spondenti ordinate , ed insieme considerate l’ ascissa ed or- 
dinata per ciascun punto sogliono dirsi coordinale di esso. 

Il punto A poi donde cominciansi a contar tali ascisse , 
si dice principio delle ascisse , o anche origine delle ascisse. 
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PROPOSIZIONE Vili. 

TEOREMA. 

22. Una linea curva segnata in un piano sarà da- 
ta di sito , se sia dato di sito ciascun punto di es- 
sa rispetto a due assi , o direttrici assegnate in tal 
piano . 

Ciò è chiaro dal teorema precedente , e dalla dcf. 3- 

23. Scol. Nel presente teorema abbiamo supposta la cur- 
va come non definita, cioè comunque segnata nel piano ; che 
se per ciascun suo punto fosse stabilita uua costante rela- 
zione tra 1’ ascissa e la corrispondente ordinata , in tal ca- 
so non solamente rimarrebbe assegnato il sito di essa ; ma 
anche la sua natura risultante da questo rapporto ; ed essa 
potrebbesi anche descriver nel piano con un movimento con- 
tinuo , senza assegnarla punto per punto. 

Così se, p.e. , fosse stabilito, che le ordinate PX, px, cc. 
[ fig. 3. n. 2. ] corrispondessero inversamente alle ascisse 
AX, \x, ec., la curva de’ punti P, p , cc. sarebbe un’ iper- 
bole tra gli assintoti AB, AC ; ed assegnalo il punto P di es- 
sa , potrebbe facilmente descriversi ( Sez. con. pr.9.IV. ). 

Ma queste considerazioni appartengonsi di proposito alla 
Geometria analitica , ed alla teorica delle curve , per asse- 
gnarne le proprietà , e per risolvere su di esse i problemi , 
che vi si possono proporre. 
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PROPOSIZIONE IX. 

TEOREMA. 

a4 • Se nel piano , sieno dati tre punti $ sarà da- 
to il sito, e la grandezza di quel triangolo , che si 
ottiene congiugnendoli : e sarà di più data la sua 
specie , cioè glie sene potrà costituire un altro si- 
mile . 

Imperocché le rette che congiungono que’ tre punti sono 
«late ili sito , edi grandezza ( pr. 1. ) ; e però il triangolo 
che ne risalta sarà dato di sito , e di grandezza . Ed essen- 
done pnr dati gli angoli ( pr. 6. ) esso sarà date di specie . 

25. Con. Adunque : Sarà dato di silo , di grandezza e di- 
specie quel rettilineo, che risulta dal congiugnere più punti da- 
ti in un piano , tre de ’ quali non sieno mai per dritto , ciascu- 
no una sola volta con un altro . Poiché si è dimostrato , che 
di sito , grandezza, e specie sono dati que’ triangoli ne’ quali 
od la) rettilineo si divide . 

Scolio generale. 

2G. Le poche verità che si sono stabilite sulla teorica del 
silo nel piano de' punti , delle linee , e di quelle figure dà 
eri trattasi negli Elementi di Geometria Piana, sono sufficien- 
ti a far acquistare un esatta nozione del silo nello spazio , di 
cui or ora passeremo ad occuparci ; che però eccederemmo 
inutilmente il nostro scopo rapportandone altre, che da que- 
ste si derivano , e che sono necessarie ad apprendersi da co- 
loro , che volessero occuparsi con successo della soluzione 
de' problemi così detti di sito , difficili a risolversi con l'an- 
tica analisi ; ma mollo più riluttanti a' melodi de' moderni , 
che spesso riescono infruttuosi . 
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CAPITOLO III. 

de’ DETERMINANTI DEL 6ITO DF. PUNTI, DELLE LINEE RETTE, 
E DEGLI ANGOLI NELLO SPAZIO. 


27. Finora si è veduto il modo da esibire il sito di alcuni 
oggetti geometrici nel piano , conviene ora passare ad asse- 
gnar quello di definire il loro sito nello spazio ; e questo pro- 
blema è più difficile del precedente , perchè lo spazio non 
potendosi rappresentare in rilievo , o almeno non conduceu- 
do ciò fare a’ bisogni delle arti , conviene ritrovar espedien- 
ti , per avere in disegno sopra un foglio di carta , o sopra 
nna stess’ aja i determinanti del sito di quelli oggetti geome- 
trici , che debbono risultar dati nello spazio. 

a8. Def. y. Per prelezione di un punto sopra 
un piano intendesi l’ incontro con esso della per- 
pendicolare abbassatagli da quel punto } ed il pia- 
no prende nome di piano di proiezione. Quell’ in- 
contro suol dirsi piede della perpendicolare : e la 
grandezza di questa dicesi altezza del punto sul pia- 
no ; poiché in effetto essa misura la distanza di 
quello da questo . 

29. Cor. Tuli i punti della perpendicolare ad un piano 
hanno su questo la stessa projesione . 

30. Def. vi. un piano ad angolo con un altro si 
dirà abbattuto con questo , se giri tanto intorno al- 
la loro comune sezione , che giunga a formare con 
esso un piano solo . 
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PROPOSIZIONE X. 
noni*. 

31. Le projezioni di tutt* i punii di una linea 
retta , sopra un piano , sono allogate in un’ altra 
linea retta. 

Imperocché tutte queste projezioni vengono ed essere al- 
logate neU’inlersezione del piano di proiezione, con queH’al- 
tro perpendicolare ad esso , che passa per la linea retta ( 38 
Et. XI. ) ; e quindi in un’ altra linea retta ( 3.EI. XI. J. 

32. Con. I. Tutte k linee rette tirate in un piano perpen- 
dicolare ad un altro , hanno , per loro comune ptvjezionc su 
questo , t intersezione di tedi piani . E quel piano suole ordi- 
nariamente dirsi piano projettante delle linee rette , che in 
esso tiransi . 

33. Cor. 2. Per determinare le projezioni di una linea ret- 
ta sul piano , basta determinare sopra questo le projezioni di 
due punti di essa . Adunque : 

34. Def. vii. La linea retta che unisce sul pia- 
no le projezioni di due punti esistenti nello spazio , 
è la projezione su tal piano della linea retta , che 
passa per que’ punti . 

35. Cor. Quindi : Se la linea retta da projetlarsi sopra un 
piano è perpendicolare a questo ; la sua projezione sopra es- 
so sarà quel punto ove T incontra . 

36. Def. vili. La linea retta si dirà parallela al 
piano , s’ è parallela alla sua projezione su questo. 

37. Cor. I. Adunque: Se per un putito , eh' è nel piano , 
si tiri la parallela ad una linea retta ad esso parallela ; la li- 1 
ncu trita tirata dovrà tjigccre nel piano . 
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38. Cor. 2. Una linea retta terminata parallela al piano 
adegua la sua projesione su questo . 

39. Scoi. E facile avvertire , che il concetto della prece- 
dente definizione possa estendersi , e quindi aversi una li- 
nea retta per parallela al piano , s’ essa è parallela a qua- 
lunque linea retta tirata in questo. 

Scolio generale. 

40. Per le seguenti ricerche supporremo stabilito un pia- 
no nello spazio come termine di rapporto degli oggetti geo- 
metrici , che in questo si vogliono fissare , cioè de’ quali si 
vuol determinare il sito . Una tal supposizione non è imma- 
ginaria , ma reale : poiché in natura si può sempre prendere 
per questo piano 1’ orizzonte di un dato luogo della terra . 
Quel tal piano suole perciò chiamarsi orizzontale ; e dicesi 
verticale ogni altro piano perpendicolare ad esso, e del qua- 
le è dato il sito , com’ è chiaro , se è data semplicemente la 
sua comune sezione col piano orizzontale . Parimente si do- 
vrà avere come un piano fissato nello spazio , e che si potrà 
perciò anche prendere come termine di rapporto degli ogget- 
ti , che si vogliono in questo rappresentare , ogni altro pia- 
no di cui è data la comune sezione col primo , e ! angolo 
in cui s’ inclina quello a questo. 

Inoltre la projezione di un punto , eh’ è nello spazio , sul 
primo di tali piani , si dice projezione orizzontale ; e s’ essa 
è sul piano verticale , si chiamerà projezione verticale . 
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PROPOSIZIONE XI. 

TEOBEMA. 

4 1 . Se è data la projezione di un punto , eli’ è 
nello spazio , sopra un piano di sito , e 1’ altezza 
di esso su questo j sarà dato il sito del punto. 

Imperocché un tal punto non potrà essere , se non quel 
solo rappresentato dall’ estremo della perpendicolare tirata 
al piano di sito dalla projezione data in esso , ed uguale al- 
1' altezza data ; che perciò dovrà esser dato di sito (def.3). 

PROPOSIZIONE XII. 

TEOBEMA. 

4 a. É dato il sito di un punto nello spazio , se 
ne sono date le projezioni su due piani , che s’ in- 
contrano . 

Rappresenti A [ flg- 4. ] un punto di cui sieno date 
le projezioni a , a' su i piani LN , LP , che s’ inlersegano 
nella linea retta LM. È chiaro che se per le A a , A a' , che 
sono le altezze rispettive di quel punto su que’ piani di prò- 
jezipnc , s’ intenda passare un piano , questo dovrà esser 
perpendicolare a’ due LN , LP ( 48- El. XI. ) ; e quindi le 
sue comuni sezioni fi' a , A V con questi , dovendo essere 
anche perpendicolari alla LM ( 49. El. XI. ) , comprende- 
ranno P angolo d’ inclinazione dell’ un piano all’ altro ( def.6 
El. XI. ) . Adunque nel quadrilatero A'aAV saranno dati 
tutti gli angoli , e di più i lati A 'a , A 'a' intorno ad un di 
questi : che perciò esso potrà geometricamente esibirsi ; ed 
in tal modo verrà ad esibirsi la Ao , o la Aa', cioè 1’ altez- 


Digitized by Google 


Geometria ili Silo 


45 

za del punto A sopra uno de’ piani di projezione. Laonde 
lai punto dovrà esser dato di sito ( pr. li ) . 

43. Con. 1. Se mai i piani di projezione LN , LP fossero 
ortogonali , in questo caso sarebbe rutto l’ angolo ah! a ' , c 
quindi un rettangolo la figura hah'a' ; adunque sarà ha u- 
guale ad a'h , ed h'a! uguale ad ah , cioè : L altezza del 
punto A sopra uno depiani ortogonali di projezione, è quan- 
to la perpendicolare , che dalla projezione di esso sull' altro 
di tali piani si abbassa sulla comune sezione loro . Laonde i n 
questo caso resta facilitata moltissimo 1’ esibizione del dato 
punto da’ suoi determinanti espressi nel presente teorema : 
e però è questa 1’ ordinaria posizione de’ piani di projezio- 
ne , che assumesi nelle arti del disegno . Noi però trattando 
la dottrina de’ siti in forma puramente geometrica , abbiamo 
dovuto considerar le teoriche de’ determinanti di essi gene- 
ralmente , e però per due piani qualunque , dalle quali fa- 
cilmente discendesi al caso particolare per le arti ; e quan- 
do avvenisse , che in questo caso la costruzione potesse ri- 
cevere una modificazione anche maggiore di quella che rego- 
larmente derivasi dalla soluzione generale , non abbiamo tra- 
lasciato di recarvela. 

44. Con. 2. Se i punti A , C sieno ugualmente alti sul 
piano di projezione LN , anche le loro projezioni a' , c’ sul- 
1’ altro di tali piani dovranno essere ugualmente alte sul- 
la LM : che perciò la retta a'c che le unisce sarebbe pa- 
rallela ad essa LM ; vale a dire , che : Se una linea retta è 
parallela all'un de’ piani ortogonali di projezione; la sua 
projezione sull 1 altro di questi , è parallela alla comune se- 
zione loro . 

45. Scol. 4. Volendosi trasportare la projezione a" 
[ fig. 5. ] di un punto A , da un piano NP obbliquo al pia- 
no LN , su cui del punte stesso n’ è data 1’ altra projezione 
a , ad un piano LP perpendicolare a questo ; bisognerà pri- 
ma determinare la ha , per mezzo della costruzione espo- 
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sta nel teorema , ed indi tirare da a la aA' perpendicolare 
alla LM comune sezione de’ piani LN , LP , poi elevare ad 
essa LM , dal punto A' e nel piano LP , la perpendicolare 
AV uguale alla A a ; sarebbe a! la projezione cercata. 

46. Scol. 2. Che scia projezione a " del punto A voglia- 
si trasportare , dal piano NP obbliquo all’ altro LN , sull’ 
altro piano LP ebe s’ inclini allo stesso LN in un angolo da- 
to Q : biso gnerà anche determinar prima la A a , tirare da a 
alla MIi , intersezione di questo secondo piano di projezio- 
ne con lo stesso LN , la perpendicolare aA' ; ed indi presa 
in un Iato dell’ angolo Q la QR uguale a questa aA' , con- 
durgli dal punto 11 la RS quanto la aA , e dal punto S tira- 
re all’ altro lato dell’ angolo stesso la perpendicolare ST : si 
comprenderà facilmente , che se dal punto A' si tiri alla ML, 
nel piano LP , la perpendicolare A 'a' uguale alla QT ; il 
punto a' sarà la projezione del punto A su questo piano. 

Ed ognuno potrà vedere dal già detto in questi due sco- 
Ij , c nella def. 7. , in qual modo si possa trasportare da un 
dato piano di proj ezione sopra un altro la projezione di una 
linea retta. 

47. Coa. Da’ due scolj precedenti si ricava anche il modo, 
onde data la projezione di un punto sopra un piano, e la sua 
altezza su questo , si possa determinare la projezione di un 
tal punto sopra un altro piano ad angolo con quello . 

PROPOSIZIONE XIII. 

TEOREMA. 


48. È dato il sito di un punto nello spazio , Se 
sono date le distanze , eh’ esso serba da tre piani 
che s’ incontrano scambievolmente in dati angoli . 

Imperocché essendo date le distanze A a , A a" [fuj. 5.], 
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che il punto proposto A serba da’ due piani LN , NP i qua- 
li s’ inclinano in un angolo dato ; nel quadrilatero AaA"a" , 
che si ottiene tirando dalle projezioni a , a" del punto A su 
que’ piani , le perpendicolari aA" , a” A" alla loro comu- 
ne sezione NM , ed intendendo congiunte le Aa , A a” , sa- 
ran dati tutti gli angoli , ed i lati dintorno all’ angolo A" ; 
che perciò esso si potrà geometricamente descrivere, e quin- 
di sarà data la aA". Similmente si dimostrerà , eli’ essendo 
date le distanze A a , A a', che lo stesso punto A serba da'due 
altri piani dati NL, LP sia pur data la a A'. Adunque saran- 
no date le distanze che il ponto a serba dalle due linee rette 
ad angolo MN, ML; e quindi sarà dato il sito di un tal punto 
nel piano LN ( pr. 7. ) . Laonde del punto A , eh’ è nello 
spazio , n’ è data la projezionc a su di un piano LN di si- 
to : è poi anche data V altezza a A di esso su tal piano ; per- 
ciò il suo sito sarà dato ( pr. li . J . 

49. Cor. Dalla determinazione del presente teorema si 
rileva , che : Se sono date le distanze che un punto nello spa- 
zio serba da due piani che s’ inclinano in un angolo dato , sa- 
ranno anche date le distanze , che le projezioni di que punti 
su questi piani serbano dalla loro comune sezione. 

bO.ScoL.I.Se i piani LMP, LMN, PMN suppongansi or- 
togonali , V angolo solido M sarà quello di un cubo , e le per- 
pendicolari Aa' , A a" pareggeranno rispettivamente le loro 
projezioni aA',aA" sul piano LN, l’una delle quali a A" po- 
trà prendersi sulla comune sezione opposta ML de’ piani di 
projezionc , dal punto M , come la MA 7 ; e si vedrà risultar 
noto il silo del punto A dal conoscersi le MA' , A 'a , aA . 
Or le tre rette A a , A a' , A a" , o le loro corrispondenti 
MA' , A 'a , aA parallele rispettivamente alle ML, MN, MP 
diconsi le coordinate del punto A riferito agli assi , o diret- 
trici ML , MN , MP ; ed M è il principio delle coordinate. 
Adunque : E dato il sito di un punto nello spazio , se sono dato 
le sue coordinate rispetto a tre assi ortogonali fissati nello spa - 
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zio . E vedesi ancora , che il sarebbe se gli assi essendo ob- 
bliqui,ie coordinate fossero rispettivamente parallele ad essi. 

51. Scol. 2. La riduzione eseguita, per la ricerca proposta 
nel teorema , di due determinanti del punto dallo spazio nel 
piano , dando luogo a quattro diverse posizioni del punto su 
questo ( scol. 4 . pr. 7. ) ; sarà facile dedurne , che a quel- 
lo a determinarsi nel presente teorema di dati gliene corri- 
spondano otto diversi , ciascuno in ciascuno degli angoli sa- 
lidi de' tre piani di projezione indefiniti. 

PROPOSIZIONE XIV. 

TEOREMA. 

52. Se sono date sopra un piano le projezioni di 
due punti, e le loro altezze rispettive sul piano j sa- 
rà dato il silo della linea retta che passa per essi. 

Imperocché sono dati di sito dne punti pe’ quali essa pas- 
sa , e per gli quali non ne passa che una sola ; che perciò ta- 
le linea retta dovrà esser data di sito ( dcf. 8. ). 

PROPOSIZIONE XV. 

TEOREMA. 

53. Una linea retta è data di sito nello spazio , 
se sono date le sue projezioni su due piani che 
s’ incontrano . 

In una delle projezioni a’b' [ fig. 4. ] della linea retta 
nel piano LP prendansi i punti a', b', da’ quali si tirino al- 
la LM le perpendicolari a 1 A', b' B' ; poi da’ punti A' , B' 
conducansi alla stessa LM , nell' altro piano LN , le per. 
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pendicolari A 'a, B 'b, sino alla projczionc ab della linea ret- 
ta stessa in questo piano : i punti a , b rappresenteranno 
le projezioni sul piano LN di que’ punti della linea retta 
proposta , che avevano per loro rispettive projezioni sull'al- 
tro piano LP le a' , b' . Adunque essendo date di ciascuno 
di tali punti le rispettive projezioni su due piani che s’ in- 
contrano , ne sarà dato il sito ( pr.12. ) ; e quindi sarà da- 
ta di sito la linea retta che passa per essi ( pr. 14. ). 

Scolio generale. 

54. Si è veduto ne’ §§. 41 e 42 , 52 e 53 esser determi- 
nanti di un punto nello spazio o la sua projezione sopra un 
piano di sito , e 1' altezza su questo ; o pur le projezioni su 
due piani ad angolo : e similmente, che i determinanti di una 
linea retta nello spazio sono , o le projezioni di due suoi 
punti sopra un piano, e le loro altezze rispettive su questo ; 
o pur le projezioni di tale linea retta su due piani ad angolo. 
Or i primi due modi di determinazione, cioè quelli de’ §§.41 
e 52 , sono da posporsi ai secondi 42 e 53 ; poiché pri- 
mieramente questi , e non già quelli danno grandissima fa- 
ciltà nelle costruzioni ; e poi se fossero molti i punti dati , 
a diverse altezze sopra un piano , potrebbe facilmente nel 
primo modo (41 e 52) prodursi confusione, e scambiarsi l’al- 
tezza di un punto con quella di un altro , non esistendo con- 
nessione alcuna, nè ordine tra le projezioni di que’ punti se- 
gnali nel piano di projezione, e le loro corrispondenti altez- 
ze esibite a parte. Adunque i geometri, e gli artisti in pratica 
hanno sempre presi per determinanti del sito di un punto , o 
di una linea retta nello spazio le loro projezioni su due pia- 
ni ad angolo ; che perciò , ogni qual volta in appresso si di- 
rà dato nello spazio il sito di un punto , o di una linea ret- 
ta , dovrà intendersi , che ne sien date le loro projezioni su 
due piani , che s’ inclinano in un dato angolo . Siccome poi 
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riesce più facile ricavare da questi determinanti il sito di ta- 
li cose geometriche nello spazio , allorché i piani di proje- 
zione sono ad angolo retto , come si è già veduto di sopra 
(43) , e che altronde tale supposizione non deroga alla gene- 
ralità delle costruzioni, potendosi nella maggior parte de’ ca- 
si prender questi piani ad arbitrio ; si suole quindi sceglie- 
re per essi la posizione ortogonale . 

Affinchè però non mancasse in qualche caso il mezzo di 
fare altrimenti , ed anche per dare a questo argomento geo- 
metrico la generalità ad esso propria, abbiamo ne’tj§.42 e 53 
esposta la maniera di determinare il silo di un punto, o di 
una linea retta nello spazio , per mezzo delle sue projezioni 
generalmente, cioè supponendo che i piani di projezione fosse- 
ro obbliqui ; ed abbiamo di più anche mostrato, in qual modo 
la projezione di un punto , e quindi quella di una linea retta 
si possano da un piano obbliquo.ad un altro trasportare so- 
pra un piano perpendicolare a questo (46) ; nè in appresso 
tralasceremo dare i mezzi convenevoli da eseguire su i piani 
di projezione obbliqui quelle costruzioni di varj problemi 
di sito che risolveremo , e che per le ragioni poc' anzi det- 
te , ed anche per metodo eseguiremo sopra piani ortogonali. 

55. Di più , dovendosi per gli usi pratici rappresentare 
le due projezioni in disegno sopra uno stesso foglio di carta, 
o sopra una medesima aja , si sono perciò determinati gli 
artisti a supporre abbattuto il piano verticale . La projezio- 
ue verticale è dunque sempre disegnata sopra un piano in 
coutinuazione coll’ orizzontale ; e per farsi un’ idea dell’ og- 
getto disegnato bisogna immaginare , che una convenevol ri- 
voluzione in senso contrario a quella , che il piano verticale 
ha dovuto fare per abbattersi , lo rimetta nel suo primiero si- 
to . Ciò posto , per distinguer bene il piano orizzontale dal 
verticale abbattuto con esso , si suole segnare con una linea 
più forte la comune sezione de’ piani di projezione nel di- 
segno . 
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Cosi la projezione verticale ab' di una linea retta AB 
[fig. 4.] esistente nello spazio , non si esegue realmente sul 
piano verticale PQLM nel suo vero sito ; ma si Irene sul- 
1’ altro P'Q'LM, che rappresenta quello ahbattuto coll’ oriz- 
zontale LMNO . Una tal disposizione , indipendentemente 
dalla ragione poc’ anzi addotta , e dalla facillà di esecuzio- 
ne che dii al disegno , ha ancora il vantaggio di abbreviare 
la determinazione delle projezioni . Supponendo in falli, che 
i punti a , a' sieno le rispettive projezioni del punto A so- 
pra i piani LN , LP , è chiaro , che le perpendicolari tira- 
te da esse alia comune sezione LM de’ piani di projezione , 
le quali debbono concorrere in uno stesso punto A' di questa, 
continuando ad avere un tal sito per rapporto alla LM , an- 
che quando il piano verticale si è abbattuto , verranno a for- 
mare una sola linea retta . Vale a dire , che : Essendo data 
la projezione di un punto in uno de piani di projezione ; la sua 
projezione sult altro di questi abbattuto col primo esisterà nella 
perpendicolare indefinita , che dalla projezione data tirasi alla 
comune sezione di que piani. £ perciò se quest’ altra projc- 
zione dovesse anche esistere in una linea retta di sito tirata 
in quest’ altro piano , essa sarebbe quel punto , ove una tale 
linea retta è incontrata da quella perpendicolare . 

Tutto ciò che in questo §. si è detto pe’ piani ortogouali 
di projezione, si deve intendere auche quando sieno obbliqui. 

56. Bisogna inoltre avvertire , per la chiara intelligenza 
delle seguenti costruzioni , che a fine di rendere più conce- 
pibili in disegno le diverse parli di ognuna di esse , e tal- 
volta anche per rendere più agevole la maniera di esprimer- 
le, adopreremo le lettere majuscole A , B , cc. ad indicare i 
punti esistenti nello spazio , e queste segnate con una virgo- 
letta superiore a destra, che suol dirsi apice , come A',B , ,cc. 
dinoteranno i punti allogali nella comune sezione de’ [nani di 
projezione. Inoltre i punti esistenti nel piano orizzontale sa- 
ranno dinotati colle lettere piccole a , b , cc. ; e quelli che 
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trovansi nel piano verticale , dalle stesse con un apice , nel 
seguente modo a' , A', ec. ; ed ogni punto nello spazio , e 
le sue projezioni , come anche quell’ altro in cui la linea ret- 
ta che unisce queste intersega la comune sezione de’ piani di 
proiezione , quando 1’ uno si suppone abbattuto coll’ altro , 
veri anno sempre contrassegnati da una stessa lettera variata 
però nella guisa poc’ anzi delta ; in modo tale , che se quel 
punto era dinotato con A, le sue projezioni saranno espresse 
da a , a', e da A' l’ intersezione della retta aa' con la LM . 

Finalmente ad oggetto di render meno complicate le figure, 
c più intelligibili le soluzioni , si è sempre supposto , che 
ciò che deve aver luogo in ciascun problema succeda in un 
solo de’ quattro angoli de’ piaui di prò jezione indefiniti ; l a 
quale supposizione nulla detrae alla generalità di esibizione 
del quesito, c non toglie i mezzi da far diversamente, quan- 
do ciò non si avveri . 

E per la stessa ragione abbiamo tralasciato , nelle presen- 
ti ricerche , le esibizioni diverse del dato per conseguenza , 
cui si può pervenire per la diversa disposizione che si asse- 
gni a’ dati per concessione , relativamente a’ medesimi assi 
coordinati . Nè tampoco il faremo ne’ problemi , che dovre- 
mo risolvere nel presente ti attato ; potendosi ciò supplire fa- 
cilmente , senza dar luogo ad inutili lungherie. 

PROPOSIZIONE XVI. 

TEOREMA. 

5 n. Date le projezioni di una linea retta su due 
piani che s’ incontrano ,• saranno determinabili i 
punti ov’ essa gl’ incontra. 

Cas. I. Dinoti LM [ fig. 6. ] la comune sezione de’ pia- 
ni di projezioue , che suppongaci primieramente ortogona- 
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li, ed ac sia la proiezione orizzontale di una linea retta, ch’è 
nello spazio , la quale projezione incontri la LM in B ' ,a'b' 
ne sia verticale. Dovrà una tale linea retta esistere nel piano 
verticale che passa per ac.(pr.fO.) ; che perciò essa dovrà 
incontrare 1’ altro piano di projezione nella perpendicolare 
Wb' tirata dal punto B' alla LM , nel piano verticale ; poi- 
ché questa perpendicolare viene ad essere la comune sezione 
del piano verticale di projezione col poc’ anzi detto piano 
verticale in cui esiste la linea retta proposta ( f9.El.XI. 

Ma questo punto d’ incontro dee trovarsi anche Della a' b' ; 
mentre quella linea retta , e questa sua projezione esistono 
in un piano stesso . Adunque il punto cercato sarà l’ interse- 
zione b' della B 'b' colla a'b ' . E similmente se dal punto C' 
ove la linea retta a'b' incontra la LM si tiri a questa la per- 
pendicolare C'c , nel piano orizzontale , il punto c ove sif- 
fatta perpendicolare intcrsega la ac sarà l’ incontro della li- 
nea retta proposta col piano orizzontale . 

Gas. 2. Sicno ora obbliqui i piani di projezione LN , LP 
[ fiff. 7. ] . E poiché il punto ove la linea retta proposta in- 
contra uno di tali piani LP dee ritrovarsi non solamente nel- 
la projezione a' b' di tal linea retta su questo piano, ma an- 
che nella comune sezione del piano stesso coll’ altro perpen- 
dicolare ad LN condotto per ab, nel quale la linea retta pro- 
posta esiste f pr.fO. ) ; dovrà, perciò quel punto d’ incontra 
esser l’intersezione di questa comune' sezione colla ab'. Nou 
dee dunque farsi altro, che mostrare come possa determinarsi 
questa comune sezione . A tal uopo si prenda nella LM un 
punto E' ad arbitrio , e da esso gli si conducano le due per- 
pendicolari E'e, EV, ne’ due piani LN , LP rispettivamen- 
te , e la prima di queste si produca lino alla ab , 1 altra s’in- 
tenda prolungata fino ad incontrare in e’ la comune sezione- 
che si vuol determinare . Ed essendo il piano cEV perpen- 
dicolare alla LM ( 4. XI. ) , e quindi al piano LN(" fS.XI.) 
al quale è anche perpendicolare quell’ altro che si c suppo- 
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sto passare per la ab-, dovrà la loro comune sezione c'c esser 
anche perpendicolare allo stesso piano LN ( 19 ■ XI.) ; che 
perciò 1’ angolo c'cE' è retto . Laonde nel triangolo rettan- 
golo e'cE' essendo dato 1’ angolo cEV , eh’ è l’ inclinazione 
de’ piani LN , LP , ed il lato E'c , si potrà esso geometrica- 
mente costruire , e quindi si esibirà la sua ipotenusa EV . 
Adunque si farà noto nel piano LP un punto e' della comune 
sezione cercata : ma questa dee poi passare anche per lo 
punto C' ove la ab incontra la LM ; che perciò essa sarà la 
C V ; ed il punto f* ove intersegansi la C'c' e la o' b' sarà il 
punto d’ incontro della linea retta proposta col piano LP. E 
similmente si determinerebbe rincontro di essa coll’altro pia- 
no LN . 


PROPOSIZIONE XVII. 

TEOREMA. 

58. Data la grandezza di ciascuna delle proie- 
zioni di una linea retta terminata di sito \ sarà an- 
che data la grandezza della linea retta. 

Imperocché sia la linea retta terminata AB [ fìg. 4. ] , Io 
cui projezioni su i piani LN , LP sieno ab , a'b' ; saranno 
le Aa , B b perpendicolari al piano LN ( def. 5. ) : se dun- 
que tirisi per 1’ estremo A della AB , che ha minor altezza 
sul piano LN, la AC parallela alla ab ; sarà la AC uguale al- 
la ab (38) , e perciò data . Ma è poi la BC quanto la diffe- 
renza di altezza de’ punti A , B sul piano LN , la qual diffe- 
renza è data, subito che i punti A, B sono dati di sito (42). 
Adunqnc sarà anche data la AB , eh’ è l’ ipotenusa di un 
triangolo rettangolo i cui cateti sono le AC , CB. 

59. Scol. 1. Se i piani di projezione si supponessero or- 
togonali ; per ottener la differenza di altezza degli estremi 
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A , B della linea retta proposta sopra uno di tali piani LN , 
basterebbe tirare per la projezione a' del punto A sul pia- 
no LP' la aV parallela alla LM ; sarebbe cb' la differenza 
cercata (43). Adunque in questo caso , se prendasi nella c'a' 
la c'h' uguale alla ab , e giungasi la b'h' ; sarà questa quan- 
to la linea retta AB .. 

60. Scol. 2. Dalla semplice ispezione della figura si ri- 
, leva , che BA stia ad AC , o ab , come il raggio al coseno 

dell’ angolo d’ inclinazione della BA al piano LN della pro- 
iezione ab , cioè , che : Una linea retta nello spazio sta al- 
la sua projezione sopra un piano , come il raggio al coseno 
deir angolo d’ inclinazione di quella a questo ; che perciò si 
vede anche , come data la grandezza delle projezioni di una 
linea retta di silo , si possa determinare l’ angolo della sua 
inclinazione a ciascuno de’ piani di projezione . 

PROPOSIZIONE XVIII. 

TEOREMA. 

61 . Date di sito due linee rette , che s’ interse- 
gano nello spazio ; sarà dato il sito del punto di lo- 
ro intersezione . 

• . • » • * 

Imperocché un tal punto dovendo ritrovarsi nel tempo 
stesso in ciascuna di tali linee rette , la sua projezione su 
! un piano o 1’ altro di projezione dovrà essere allogata in 
ciascuna delle projezioni di quelle linee rette sopra questo ; 
che perciò essa dovrà essere 1’ intersezione di tali projezio- 
ni . Adunque d i un tal punto essendone date le projezioni 
sopra due piani che a’ incontrano , ne sarà dato il sito 

(pr. 12. ) . - 

62. Cor. Laonde : La linea retta che si tiri dall interse- 
zione delle projezioni , sopra di un piano , di due lince rette , 


Digitized by Google 



26 


Geometria di Sito 


che s inlersegano nello spazio , aW intersezione delle medesi- 
me linee rette sulC altro piano di projezione abbattuto col pri- 
mo , deve risultar perpendicolare alla comune sezione de ’ pia- 
ni di projezione (55). 

63. Scoi.. Che se tale congiungente risulti perpendicolare 
alla comune sezione de’ piani di projezione , nou sarà que- 
sto un criterio generale da arguirne , che le linee rette pro- 
poste nello spazio s’ interseghino , come alcuni geometri 
descrittivi , tra i quali il Lacroix , han detto ; poiché ciò 
può avvenire senza che queste linee rette s’ interseghino 
nello spazio , ogni qual volta una di tali rette esistesse in 
un piano perpendicolare a’ due di projezione , nel qual caso 
la congiungente si confonde colle projezioui di questa linea 
retta . Noi daremo nel cap. IV. un principio generale per 
conoscere quando , intersegandosi le projezioni di due linee 
rette su i piani di projezione , s’ intersegano anche le lince 
rette nello spazio . 

PROPOSIZIONE XIX. 

TEOaEMA. 

64- Dati di sito i lati di un angolo piano j que- 
sto sarà dato di grandezza , e di sito . 

Sieno ab , ac [ flg. 8. ] le projezioni de’ lati dell’ angolo 
in nn de’ piani di projezione , ab' , a'c' le corrispondenti 
sull' altro di essi ; saran dati i punti d , e ove tali lati in- 
contrano 1’ un di cotesti piani ( pr. 46. ) , e quindi la de 
( pr. 4. ) . Di più saran date di grandezza le projezioni 
a'D' , ad di un lato di quell’ angolo , come anche quelle 
«'E', ae dell’ altro lato ; e quindi la grandezza di questi 
(pr. 47. ) : ma è pur dato il lato de , che lo sottende ; la- 
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onde tal angolo si potrà geometricamente esibire , e perciò 
sarà dato di grandezza . 

Ed essendo dati di sito i suoi lati , e perciò il suo verti- 
ce ( pr. 18. ) ; il sito di esso dovrà esser dato ( dcf. .2 e 3 ). 

PROPOSIZIONE XX. 

TEOREMA. 

65. Dati di sito i vertici degli angoli di una figu- 
ra rettilinea , nello spazio ; la figura sarà data di 
sito , di grandezza , e di specie . 

Imperocché le linee rette che congiungono le projezioni 
date de’ vertici degli angoli della figura su ciascun piano di 
projezione , ognuna con quella che gli è prossima , sono le 
projezioni de’ lati corrispondenti di essa ; che perciò questi 
saran dati di sito ; e quindi di sito sarà data la figura da 
essi terminata ( def. 3 . J . Inoltre sarà data la grandezza di 
que’ lati (pr.47.) , e quella degli angoli compresi ( pr.49 •). 
Adunque si potrà geometricamente descrivere una figura ret- 
tilinea uguale , e simile alla proposta ; e quindi questa sarà 
anche data di grandezza , e di specie . 

PROPOSIZIONE XXI. 

TEOREMA. 

66. Un triangolo dato di sito nello spazio sta 
alla sua projezione sopra un piano di sito , come il 
raggio al coseno dell’ angolo in cui inclinasi a que- 
sto il piano del triangolo . 

Sia ABC il triangolo proposto [ flg. 9 •] > e per 1’ angolo A 
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di esso, di inedia altezza sul piano di sito dato si concepisca 
tirato a questo un piano NLM parallelo, il quale intersechi 
il piano del triangolo nella retta AD, dividendolo però nelle 
dne parti ABD, ACD, 1’ una al di sopra , 1’ altra al di sot- 
to del piano NLM. Ciò posto, dal vertice dell’ altro angolo 
B di una di quelle s’ intenda tirata la perpendicolare BF al 
piano NLM ; da F sulla AD la perpendicolare FE , e con- 
giunte le AF, FD, BE; sarà la BE perpendicolare alla AD, 
e però l’angolo BEF l’inclinazione del piano del triangolo al- 
I’ altro NLM , o al proposto parallelo ad esso ; ed AFD la 
projezione del triangolo BAD sul piano NLM,o sul proposto : 
e risulta pur evidente , che stia il triangolo BAD alla sua 
projezione AFD , come BE ad EF ( i. VI. ) , cioè come il 
raggio al coseno dell’ inclinazione del piano del triangolo al 
piano NLM , o sia al proposto di projezione . E dimostran- 
do similmente , essere l'altra parte del triangolo , la ADC, 
alla sua projezione sul piano stesso nella medesima ragione 
del raggio a quel coseno ; risulterà 1’ intero triangolo ABC 
alla sua projezione sul piano proposto , come il raggio al 
coseno dell'angolo in cui il piano di quello inclinasi a questo. 

67. Coa. \ . Quindi : Un qualsivoglia poligono nello spa- 
zio starà alla sua projezione sopra un piano di sito , conte il 
raggio al coseno dell angolo in cui a questo inclinasi il piano 
del poligono. Poiché ciascun triangolo in cui dividesi il po- 
ligono proposto sta al corrispondente in cui dividesi la sua 
projezione su quel piano precisamente in questa ragione . 

68. Coa. 2. E da ciò potrà anche inferirsi, che : Una qua- 
lunque figura piana nello spazio stia alla sua corrispondente 
projezione sopra un piano di sito , nella ragione del raggio al 
coseno dell angolo in cui a questo piano inclinasi quello della 
figura. Poiché può quella concepirsi divisa in triangoli di fi- 
nita , o infinitesima grandezza , e così corrispondentemente 
la projezione di essa . Ma noi su di ciò dovremo ritornare in 
appresso , più convenevolmente dimostrandolo. 
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CAPITOLO IV. 


db’ DETERMINANTI DEL SITO de’ PIANI , DELIE LINEE CURVE 

ch’ esistono in essi , degli angoli solidi , 

E de' poliedri nello spazio. 


69. Def. IX. Dicesi traccia di un piano , eh’ è 
nello spazio , la sua intersezione con un de’piani di 
proiezione : e se questi piani sieno uno orizzonta- 
le , 1’ altro verticale , la traccia sul primo di essi 
prenderà il nome di orizzontale , e si dirà verticale 
quella sull’ altro. 

In generale il nome di traccia si dà pure all’ intersezione 
di una qualunque superfìcie curva con un de’piani di proje- 
zione ; ed in talune più recenti istituzioni di Geometria dc- 
scrittiva si è ancora così denominato 1’ incontro di una retta 
con un de’ piani di projezione . 

PROPOSIZIONE XXII. 

TEOREMA. 

70. É dato il sito di un piano dello spazio , se 
sono date le sue tracce su due piani di sito posti ad 
angolo . 

Imperocché se per una di quelle tracce date si concepisca 
passare un piano,e questo rivolgersi dintorno a tale linea ret- 
ta ; tra le infinite posizioni diverse ch’esso prenderà nello spa- 
zio y dovrà anche passare per l’altra delle tracce date , ed in 
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questo caso la sua posizione resterà determinata, essendo esso 
il solo che può passare per queste due linee rette (2.EI.XI.J 

71. Cor. A dunque : Ogni qualvolta si dirà , che un piano è 
dato di silo nello spazio , bisognerà intendere, che ne siendate 
le tracce su due piani di sito posti ad angolo . 

PROPOSIZIONE XXIII. 

TEOREMA. 

72 . Se è data una delle tracce di un piano , ed 
un punto pel quale esso passa j il piano sarà dato 
di sito . 

Dinoti k'a [flg.lO.n.1 .] la traccia data, e sieno d , d ' le 
projezioni del punto dato . Si prenda in A 'a un qualunque 
punto b, dal quale si tiri alla LM, comune sezione de’ piani di 
projezione , la perpendicolare AB'; sarà B' la projezione del 
punto b sull’altro piano di projezione, se questi suppongan- 
si ortogonali : che perciò , congiunte le db , d'W ; saranno 
queste le projezioni corrispondenti di quella linea retta , che 
dal punto dato nel piano proposto si tira al punto b preso 
nella sua traccia orizzontale A 'a. Or una tale linea retta do- 
vendo esistere in siffatto piano , dovrà incontrare l’altra trac- 
cia di esso sul piano di projezione verticale ; che perciò es- 
sendo determinato il punto c ove quella linea retta incontra 
questo piano di projezione ( pr. 16. cas. /. J , sarà anche 
determinata 1 ’ altra traccia A del piano proposto ; e quin- 
di esso sarà dato di sito (pr. 22. J . 

Che sei piani di projezione non sieno ortogonali ; allora 
tirata da b [ fig.10.n.2 ] la perpendicolare AB' sulla LM, si de- 
scriva sulla B'A il triangolo rettangolo B'KA , in cui 1’ angolo 
AB'K rappresenti l’ inclinazione de’ piani di projezione . Fi- 
gli è chiaro , che se questi suppongansi nel loro vero sito } 
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e che il triangolo B'KA si concepisca rivolgersi dintorno a 
IVA , finché il suo piano divenga perpendicolare ni piano di 
proiezione in cui esiste la A'A ; in tal caso B'K dovrà allo- 
garsi nell’ altro piano di projezione perpendicolarmente alla 
LM , ed il punto K si troverà essere , in questa posizione , 
la projezione del punto A sul piano della projezione d! . À- 
duoque quando i piani di projezione si suppongano abbattu- 
ti si otterrà tale altra projezione , prolungando la AB' in A' , 
finché sia B'A' uguale a B'K; il punto A' sarebbe questa pro- 
jezione. Ed il resto della determinazione si otterrà nel modo 
stesso del caso precedente, applicandovi però per l’esibizio- 
ne del punto c' il caso 2. della prop. 1(3. 

PROPOSIZIONE XXIV. 

TEOREMA . 

73. È dato il sito di un piano, che passa per tre 
punti dati nello spazio. 

Sieno a , A , c [ flg. H. ] le proiezioni de’ punti dati sopra 
un de’ piani di projezione , ed a , A' , c le corrispondenti 
sull’ altro : si congiuntilo le A a , ac , cb ; b'a', ac, cb', 
queste congiungenti saranno le projezioni delle linee rette 
che uniscono i punti dati nello spazio , le quali esistendo 
nel piano che passa per tali punti , dovranno incontrare i 
piani di projezione in ciascuna delle tracce di quello su que- 
sti . Ma gl’ incontri di quelle linee rette co’ piani di proje- 
zione sono determinabili (pr.16. ) . Adunque saranno an- 
che determinabili le tracce del piano, che passa per esse; e 
quindi sarà dato il sito di un tal piano nello spazio(pr.£2.^. 

74.ScoL.Per la determinazione di queste tracce non è ne- 
cessario esibire gl’ incontri di tutte le tre linee rette con cia- 
scuno de’ piani di projezione , ma basta esibire gl’ incontri 
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e , d di due di esse con uno di que’piani , per avere la trac- 
cia rdE' su questo ; e quindi , determinando il solo incontro 
d' di una delle stesse linee rette coll’altro piano di projezio- 
ne , si avrà 1’ altra traccia d! E' , nel caso che la già deter- 
minata ed non siasi trovata parallela alla LM : ed in questo 
caso si otterrebbe la traccia che passa per d' , tirando anche 
per questo punto una parallela alla LM ; giacché : Se una 
delle tracce di un piano è parallela alla comune- sezione de pia- 
ni di projezionc, anche F altra dee esser parallela a tale conni- 
ne sezione. 


L E M M A. 

75. Tutti que’ punti esistenti nel piano di due linee rette, di 
sito poste ad angolo , da ciascun de' quali tirando ad esse le 
perpendicolari, queste, serbami tra loro una stessa ragione da- 
ta , debbono essere allogali in un altra linea retta di silo , che 
passa per lo vctiice di quelC angolo . 

Sieno E , e due di tali punti [ ftg. 13. n.1 , c 2. ] , c , 
se è possibile , la linea retta Ec , che gli unisce , non passi 
per lo vertice A dell’ angolo compreso dalle linee rette di si- 
to AB , AG sulle quali da que punti sonosi tirate le perpen- 
dicolari ED , EF ; ed , ef, e quindi interseghi una delle li- 
nee rette di sito AB nel punto G , 1’ altra AC in H . E poi- 
ché sta ED : EF :: M : JM , ed è pure ed : ef :: M : N ; sa- 
rà ED : EF :: ed : ef, e permutando ED : ed :: EF : ef. Ma 
ED : ed :: EG : Gc , ed EF’ : ef:: EH : He . Adunque sarà 
EG : Ge :: EH: He ; e dividendo si avrà Ec : eG:: Ec : eH, 
cioè eG uguale ad eH ; il che essendo falso , ne segue che la 
linea retta che passa per gli punti E, e , come anche per tut- 
ti quegli altri , che hanno la stessa condizione, debba passa- 
re per lo punto A. 

Ciò premesso , se AF si prenda di data grandezza ; sarà 
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dato il sito del ponto F , e quindi quello della FE *, ch’è per- 
pendicolare alla AC nel punto F . Adunque sarà anche dato 
il punto L , dove questa intersega la AB ( pr. 3- ) ; e perciò 
sarà data di grandezza la linea retta FL (pr. 1. ) . 

Laonde nel triangolo LED rettangolo in D , essendo ancor 
dato 1’ angolo ELD complemento del dato CAB ; sarà data 
la ragione di LE ad ED , che suppongasi espressa da P : M. 
Ed è poi ED : EF :: M : N ; quindi starà LE : EF :: P : N; 
e per conseguenza sarà dato il punto E nella linea retta di 
sito FL . Ma è pur dato di sito 1’ altro punto A ; adunque la 
EA sarà data di sito . 

76. Scoi. Come il mostra la figura , la locale di cui è det- 
to nel teorema può dividere 1’ angolo BAC [ fìg. n. /.], nel 
qual caso riducesi la ricerca di essa ad assegnare il punto E 
nella retta FL, sicché stia LE : EF :: P : N ; che può aver 
sempre luogo, qualunque siesi la ragione di M : N , e quindi 
r altra di P : N. Può ancora cadere al di fuori dell’ angolo 
BAC [ fig.n. 2. ] ; ma in qncsto caso dovendo essere ED : 
EF :: M : N, questa ragione , e però ancor l’altra di P : N, 
che adegua quella di LE : EF , dovrà esser necessariamente 
di minore a maggiore . 

PROPOSIZIONE xxv. 

TEOREMA. 

77 . È dato il sito di un piano nello spazio, se è 
data una delle sue tracce , e l’ angolo d’ inclinazio- 
ne di esso al piano di projezione in cui esiste que- 
sta traccia . 

Sia A 'a [ fig.13. ] la traccia data di un piano, che s’ in- 
clini a quello di projezione aA'L in cui questa esiste , in un 
angolo dato P . 

3 
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Gas. 1 . Supportatisi primieramente ortogonali! piani dì 
projezione , e per un qualunque punto A della traccia data 
A'rt , che supporremo esseri’ orizzontale , s’ intenda passa- 
re un piano perpendicolare ad essa ; un tal piano sarà Ver- 
ticale : quindi intersegherà il piano Orizzontale aA% nella 
perpendicolare AC' , condotta dal punto A alla A 'a , il pia- 
no di projezione Terricole nella C ' c perpendicolare alla 
LM ; e finalmente il piano proposto in una linea retta Ac' , 
che comprenderà colla AC' 1’ angolo d’ inclinazione di questo 
piano all’ orizzontale , cioè 1’ angolo dato P ; ed il ponto c' 
di concorso delle C'c' , A c' si apparterrà alla traccia vertica- 
le del piano proposto . Adunque se col centro C' e col rag- 
gio C'A si descriva 1’ arco circolare AD' , e nell’ intersezio- 
ne D' con la LM si costituisca 1’ angolo C'DV uguale a 
P ; il punto c d’ intersezione del lato D'c' di questo con la 
C'c perpendicolare alla LM si apparterrà alla traccia verti- 
cale AV del piano proposto ; e quindi 6arh dato il sito di 
un tal pianò nello spazio ( pr . 22. ). 

Cab. 2. Che se i piani di projezione s’ inclinino in un an- 
golo dato Q [ fig. 44. ] , e sia A 'a la traccia data del piano 
proposto , ed A '«' quella che dee corrispondergli sull’ altro 
piano di projezione . Da un punto c' preso in questa s’inten- 
da tirala al piano di projezione sottoposto la perpendicolare 
c'c , poi dal punto c si tirino alle a A', LM le perpendicola- 
ri eh , cC' , e finalmente giungansi le c'A , c'C' . È chiaro , 
che queste linee rette sieno anche rispettivamente perpen- 
dicolari alle A'rt ed LM ( 48 , e 4. El. XI. ) ; e quindi 
che 1’ angolo c'Ac sia quanto P , e l’altro cC'c' quanto Q 
( def. 6 . XI. ) . Adunque nel triangolo rettangolo c'cA essen- 
do dato 1’ angolo acuto eòe' , sarà esso dato di specie ; e 
perciò sarà data la ragione di Ac : cc , che esprimasi per 
quella di M : R . Similmente nell’ altro triangolo rettango- 
lo c'cC' essendo anche dati gli altri suoi angoli , sarà data 
la ragione di c'c : cC' , che si esprima per R : N . Adunque 
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starà cb : e C' :: M : N ; o perciò il punto e ti apparterrà 
ad una linea retta di silo , che dovrà passare per lo punto 
A' ( lem. pr. ) .• 

Ciò posto, eccola determinazione .per questo caso . Si e- 
sibisca , pel lemma precedente, la locale A'E [ fig. 15. ] di 
tutti que’ punti da ciascun de’ quali abbassandosi sulle linee 
rette di sito A 'a , A'L le perpendicolari , sicno queste nella 
ragione di M : N, che si è assegnala : poi da un qualsivoglia 
punto c di essa si tiri alla LM la perpendicolare cC', che sa- 
rà data , ed indi al punto c della cC' si costituisca 1’ angolo 
C'cD' quanto quello d“ inclinazione de* piani di projezionc, 
cioè quanto Q ; la C'D' dinoterà , com’ è chiaro , la cc' del- 
la figura precedente , e la cD' esprimerà la C V nella stessa 
figura . Laonde se dal punto C' si elevi nell’ altro piano di 
projezione la CV perpendicolare alla LM , ed uguale a cD', 
congiunta la AV, sarà questa 1 ’ altra traccia del piano pro- 
posto : che perciò esso sarà dato di sito ( pr. 22. ). 

PROPOSIZIONE XXVI. 

TEOREMA. 

« 

78 . Dato il sito di un piano nello spazio ; sarà 
anche data la sua inclinazione a ciascuno de’ piani 
di projezione, ne’ quali sono date le tracce di esso. 

Cas. In primo luogo i piani di projezione sieuo ortogona- 
li , e preso nella loro comune sezione LM [fig. 13. ] un pun- 
to qualsivoglia C' , da questo gli si tiri nel piano della trac- 
cia AV la perpendicolare C V fino all’ incontro c' con la 
traccia A 'a', e si conduca sull’ altra traccia A 'a la perpendi- 
colare C'b : congiunta la c'b , dovrà esser questa anche per- 
pendicolare alla A"a , e quindi 1’ angolo c'b C' sarà l’ indi- 
nazione del piauo proposto al piano di projezione o\’è la 
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sua traccia Sfa , cioè 1’ angolo da determinarsi . Adunque , 
se col centro C' intervallo C 'b descrivasi 1’ arco circolare 
LD' , c 1’ intersezione D' di esso con la ,LM congiungasi 
col punto c', risulterà l’ angolo c'D'C dell’ inclinazione del 
piano proposto a'S'a all’ orizzontale . Ed in pari modo si 
otterrebbe quello in cui esso inclinasi al verticale di proje- 
zione . 

C*s. 2. Che sei piani di projezione s'inclinino in un an- 
golo dato Q , allora si faccia lo stesso apparecchio 

del caso 2. della proposizione precedente ; sarà anche 1’ an- 
golo c' C'p quanto Q , e 1’ altro c’bc dinoterà 1’ inclinazione 
del piano proposto a'S'a a quello di projezione in cui esiste 
la traccia S'a , cioè l’ angolo da determinarsi . Or poiché il 
punto c nella retta di silo S'a' può prendersi ad arbitrio, si 
potrà perciò stabilire ad una data distanza dall’ altro A'; che 
perciò quel punto sarà dato di sito ; e quindi sarà data di si- 
to e di grandezza la perpendicolare c'C' abbassata dal pun- 
to c sulla LM (pr.5. ) , e di sito il punto C' ov’essa incon- 
tra la LM ( pr. 3 . ) . Laonde nel triangolo rettangolo c'C'c 
essendo dato l'angolo in C', e l’ ipotenusa c'C, si potrà esso 
costruire , e quindi si esibiranno i suoi cateti c'c, cC' : che 
perciò sarà dato di sito il punto c , e di grandezza la per- 
pendicolare cb , che da esso tirasi alla retta di sito S’a 
( pr. 5. ) . Adunque nel triangolo rettangolo c' cb , essendo 
dati di grandezza i cateti c'c , cb , esso si potrà costruire , 
e così resterà determinato 1’ angolo c'bc . 

Ciò posto, ecco la determinazione per questo caso del pre- 
sente teorema. Si prenda nella S'a' [ flg. 46. ] un punto c' , 
dal quale si tiri la perpendicolare c'C' alla LM , e su questa 
perpendicolare descrivasi il triangolo rettangolo c'KC',in cui 
1’ angolo c'C'K sia quanto 1’ altro Q d’ inclinazione de’ piani 
di projezione . Si prolunghi la c'C in c , finché sia C'c u- 
guale a C'K , e dal punto c si tiri alla S'a la perpendicolare 
cb . Finalmente dal punto b si tagli sulla S'a la bd uguale al- 
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la c'K ; con" imita la ed , 1’ angolo b ed sarà quello nel quale 
inclinasi il piano dato al piano di proiezione in cui esiste la 
sua traccia A'a. E similmente si determinerebbe l’ inclinazio- 
ne del piano dato all’ altro piano di projezione in cui è 1’ al- 
tra traccia k'a' . 

79. Scol. In una maniera analoga a quella de’ due prece- 
denti teoremi si potrebbe anche eseguire la determinazione 
del seguente : 


TEOREMA. 

V 

É dato il filo di un piano nello spazio , se n è data una del- 
le tracce , e l’ angolo che questa dee comprendere coll’ altra. 

Imperocché in tal caso , supponendo essere k'a' [flg. 14] 
la traccia data, ed k'a quella da determinarsi, si potrà , collo 
stesso artifizio praticato nel secondo caso del teorema prece- 
dente , pervenire a determinare il punto c . Ed allora, se co 
struiscasi un triangolo rettangolo in cui l’ipotennsa sia quan- 
to la c'k! , ed uno degli angoli acuti rappresenti 1’ angolo 
dell’ inclinazione delle tracce ; il cateto adjacentc a questo 
dovrà esprimere in grandezza la k'b ; e perciò , se col cen- 
tro A', e con questo cateto per raggio si descriva 1’ arco di 
cerchio x by, la tangente cb condotta a quest'arco dal punto 
c determinerà il punto b per dove dee passare 1’ altra traccia. 



38 


Geometria di Silo 


PROPOSIZIONE XXVII. 

TEOAEMA. 

80. Se un piano è dato di sito } sarà anche dato 
di sito ogni punto di esso , di cui sia data una pro- 
iezione. 

Sieno A 'a , A 'a' [ flg. 16. ] le tracce del piano dato di 
aito , e nel piano di projezione in cui esiste la A 'a sia da- 
to il punto c , che indichi la projezione di nn punto C del 
piano dato . E chiaro , che abbassandosi da c sulla A 'a la 
perpendicolare cb , e poi intendendosi congiunto il punto C 
coll’ altro b ; questa congiungente, la cb, e la Cc, eh’ è 1' al- 
tezza del punto C sul piano di projezione aÀ'M comprende- 
ranno un triangolo rettangolo , in cui è dato l’ angolo Cbc , 
come quello eh’ è l’ inclinazione del piauo dato al piano di 
projezione aA'M ( pr. 36. ) , ed è pur dato il cateto bc . 
Laonde costituendo al pnnto c della cb l’angolo bed uguale 
al predetto angolo dato d’ inclinazione , 1’ altro cateto b d del 
risultante triangolo ebd rappresenterà l’altezza Gc del punto 
C sul piano della projezione data c ; che però un tal punto C 
sarà dato di sito (pr. 11.) 

PROPOSIZIONE XXVIII. 

TEOnEMA. 

81 . Dato il sito di due piani che s’ intersegano j 
sarà anche data di sito , e di grandezza la comune 
sezione loro. 

Sieno A 'a , A 'a' [pg.17.n.1 .) le tracce dell’ un piano , 
B b , B b' quelle dell altro , ed , e rappresentino i punti 
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ove % inlersegano quelle che esistono io uno stesso piano di 
projezione , e quindi que' puqli pve questi piani sono incon- 
trati dalla comune sezione de’ piani dati a' A' a , b'B'b . 
Ciò premesso, si determini là projezione del punto f\ che e- 
siste in uno de’piaqi di projezione, sull’ altro di questi , ed 
al contrario la projezione di t sull’ altro di essi ; e queste 
saranno rispettivamente i punti F' , £' ove la comune sezio- 
ne LM de’ piani di projezione è iqconlratd dalle perpendico- 
lari tiratele da’ punti f, e', ngl caso che quelli sieno ortogo- 
nali ; o pur saranno i punti. e determinati con la costru- 
zione esibita nel caso 2. della prop. 23 , quando essi incli- 
ninsi in un dato angolo . £ evidente, che nel primo caso le 
«ingiungenti e'F', Èf , sieno in silo e grandezza le projezio- 
ni della comune sezione de’ piani dati aS.'a , b'B'b , e nel 
secondo il sieno leef , ef' . Adunque una tale comune se- 
zione sarà data di sito e grandezza ( pr. 15. e 17. ). 

82. Scol.i. Se 1’ un de’ piani dati fosse perpendicolare ad 
un di quelli di projezione ; la traccia di esso su questo sareb- 
be la projezione sul medesimo della loro comune sezione ; e 
costruendo 1’ altra di esse sull’altro piano di projezione , 
si verrebbe anche ad : assegnare il silo di una retta esistente 
in un piano di sito , dall’ esserne data una sola projezione. 

83» Scoi. 2. Le tracce ab , a'b' [ flg. 17. rt» J?;] dell’ un 
de’piani dati, e quelle cd, c’d' dell’ altro di essi, suppongansi 
tutte parallele allo comune sezione LM de’ piani di projezio- 
ne. In tal caso si concepiscano essi intersegati da un piano per- 
pendicolare alla LM, le cui. tracce , cadranno nella perpendi- 
colare indefinita condotta a questa da un punto P'in essa; ed 
i punti p, p' ; q, q' ove tale perpendicolare intersega le «A, 
a'b'-, cd , e'd' saranno gl incontri co’piaui di projezione delle, 
rispettive comuni sezioni di ciascun de’piani dati con quel- 
lo che si è condotto . Adunque se espongasi 1’ angolo P' dell’ 
iicliuazione dc’piani di projczione,e su di un suo lato pren- 
dami , dal punto P\ le Py>, P 'q uguali a quelle corri sponden- 
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ti nell’ un piano di projezione alle ab , cd ; sull’ altro lato 
taglinsi le P'p', P'^' uguali alle corrispondenti per le a'b\ 
c’d' nell’ altro di que’ piani : congiunte le pp' , qq’, queste 
rappresenteranno nel loro vero sito le intersezioni suddette , 
e ’l punto K corrisponderà a quello del loro incontro nello 
spazio , pel quale dee passare la comune sezione de’ piani 
proposti . Ciò posto, se dal punto K della figura descritta si 
tirino alle P 'y , P ’q' le perpendicolari KX, KX', queste deter- 
mineranno , in ciascun piano di projezione , le distanze dal 
puntoP', alle quali debbono corrispondere le projezioni, an- 
cor esse parallele alla LM , della comune sezione de’ piani 
proposti . 

Ma noi in appresso tralascercmo le costruzioni particola- 
ri rsime di taluni casi delle ricerche di sito , che tratteremo 
generalmente , potendo esso formare un convenevole e van- 
taggioso esercizio di coloro , che versami in questo ramo 
della Geometria de' siti . 

PROPOSIZIONE XXIX. 

TEOREMA. 

84. Dati di sito due piani che s’ intersegano ; 
sarà dato i’ angolo della loro scambievole inclina- 
zione . 

Sieno A 'a, A 'a' le tracce di uno de’piani dati , B '{ , B 'b' 
quelle dell’ altro [/?</. 18 . ] ; sarà data di sito , e di gran- 
dezza la loro comune sezione ( pr. 28 . ) , di cui no sia fé 
una delle projezioni . Ciò posto , si prenda in fe un qualun- 
'<> que punto h , cioè prendasi la fh di data grandezza , e si ti- 

ri per h la chg perpendicolare ad f c, fino alle tracce A 'a , 
JS'b de’ piani dati , che esistono in questo piano di projezio- 
ne : poi si concepisca passare per tale retta un piano perpen- 
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dicolare alla comune sezione de' piani dati, cioè alla fé al- 
lorché i piani di proiezione si suppongono nel loro vero sito, 
e sia K il punto ove tal piano incontra quella comune sezio- 
ne ; e quindi cK , <yK le intersezioni del piano stesso con 
ciascuno de’ dati , le quali debbono esser perpendicolari al- 
1' intersezione di questi ; che perciò 1’ angolo cK</ eh’ esse 
comprendono rappresenterà l’ inclinazione scambievole de’ 
piani dati , e sarà quindi quello da determinarsi. Or suppo- 
nendo che i piani di projezione sieno nel loro vero sito , è 
chiaro che nel triangolo /AV essendo dati i tre suoi lati , 
debba esser pur dato 1’ angolo A'f e' ( 22. El. J. ) , o sia 
c/ K : che perciò nel triangolo cKf rettangolo in K essendo 
data l’ ipotenusa cf, e 1’ angolo acuto cfK , potrà esso co- 
struirsi , e quindi determinarsi la cK . Similmente si dimo- 
strerà che sia pur data la gK . Laonde nel triangolo cKg es- 
sendo dati i tre lati, si potrà esso geometricamente costruire, 
e quindi resterà determinato 1’ angolo cKg , che cercavasi. 

0 pure , nella linea retta XT prendansi le parli XQ, QT 
uguali rispettivamente alle eh, hg, e dal punto Q le si ele- 
vi la perpendicolare QY ; indi si applichi dal punto X la 
XY uguale alla cK , congiunta la YT sarà questa uguale al- 
la Kg , e l’ angolo XYT il richiesto. 

85. Scot. Nel caso analogo al considerato nello scolio 2 
alla prop. prec., è chiaro, che 1’ angolo cercato sarebbe per 
1’ appunto il kKk’ nella figura costruita per esso . 

PROPOSIZIONE XXX. 

TEOREMA. 

86. Dato il sito di un piano, e quello di una ret- 
ta che lo incontra nello spazio j sarà dato di sito 
il puntò dell’ incontro. 
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Sieno a A', A'a le tracce del piano dato [ fìg.49. ] , e dt 
d'e' le projez,ioni della data retta, per la quale sinteuda pas- 
sare un piano perpendicolare ad uno di quelli di projezione 
a À'L . Un tal piano arra per sua traccia su questo la stessa 
de , e la sua traccia sull’ altro piano di projezione u'A'L do- 
rrà passare per lo punto g dove è questo incontrato dalla 
retta data , il qual punto si determinerà per mezzo del pri- 
mo , o del secondo caso della prop. 16., secondo che i pia- 
ni di projezione si suppongano ad angolo retto , o pure ob- 
bliquo . Laonde quest’ altra traccia sarà rappresentata dalla 
g’ F' : che perciò essendo dati di sito i due piani o'A'a , 
g'Y'd ; dovrà cssèr data di sito la loro intersezione (jir.28 •), 
di cui una delle projezioni cade nella medesima de , e altra 
sia la E Or il punto ove quella retta di sito incontra il 
piano dato dovendo esistere nell’ intersezione de’ piani po- 
c anzi detti , la projezione di esso sul piano della d'g' dovrà 
cadere nella f'E' ; ma dee anche trovarsi nella d'g', eh’ è la 
projezione corrispondente della retta data . Adunque quella 
projezione sarà il punto e' ove s’ intersegano le d'g' , f'E' . 
K poiché 1 ’ altra projezione di quel punto d’ incontro dee e- 
sistere nella d ¥' , e nella perpendicolare indefinita , che da 
e' si abbassa sulla LM ( n.55 .) ; perciò essa sarà il punto e. 
Laonde il punto d’ incontro della retta col piano dato sarà 
dato di sito (pr. 42. J . 

PROPOSIZIONE XXXI. 

TEOftEIIA. 

87 . Dati di sito un punto, ed un piano; sarà an- 
che data di sito, e di grandezza la perpendicolare , 
che dal punto tirasi al piano. 

Sieno A 'a , A 'a [ fìg. 49. ] le tracce del piano dato , e 
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d , d’ le projezioni del dato punto . £ poiché il piano che 
projettala perpendicolare al piano ah? a' sul piano di proje- 
zione a A'L , dee essere nel tempo slesso perpendicolare 
a ciascuno di questi ( 18- El. XI, J ; perciò la comune se- 
zione di tali piani , cioè la h'a , dovrà esser perpendicola- 
re a quel primo piano projettante ( 19. El. XI. ) , e quindi 
alla comune sezione di esso col piano a A'L ( d. 4.EL XI.), 
eh è la projezione su questo piano della perpendicolare pro- 
posta ; che perciò dovendo questa projezione passare per d 
sarà essa la perpendicolare db , che dal punto d si abbassa 
sulla h'a . E similmente si troverebbe, che la projezione di 
essa perpendicolare sull’ altro piano di projezione , sia la 
perpendicolare d'b' abbassala dal punto d' alla h'a' . Quindi 
essendo date le projezioni della proposta perpendicolare, es- 
sa sarà data di sito ( pr. 15. ) . Laonde sarà anche dato il 
sito di quel punto ov’ essa incontra il piano dato (pr. 3.), le 
projezioni del quale sieno e , e' : che perciò saranno date 
di grandezza le projezioni de, d! e' di tale perpendicolare de- 
finita tra il punto da cui parte , ed il piano sul quale si ab- 
bassa ; e quindi sarà anche data la grandezza della perpen- 
dicolare ( pr. 17. ). 

88 . Scol. D alla determinazione del semplice sito della per- 
pendicolare , eseguita nel presente teorema , si ricava che : 

Se una retta è perpendicolare ad un piano , ciascuna proje- 
zione di quella retta dee esser perpendicolare alla corrispon- 
dente traccia del piano . 

mOPOSIZlONE XXXII. 
teorema. 

89 . Dati di sito una retta, ed un punto } sarà an- 
che dato di sito quel piano , che passa per lo pun- 
to dato , ed è perpendicolare alla retta data . 
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Sieno ab , a'b' le projezioni della data retta ( flg. 20.) r 
e d , d' quelle del punto dato , per lo quale s’ intenda ti- 
rata nel piano proposto nna retta parallela ad uno de’ piani 
di projezione ; questa retta dovrà esser non solamente pa- 
rallela alla sua projezione su tal piano ( def. 8- ) , ma anche 
alla traccia in esso del piano proposto ; poiché altrimen- 
ti incontrando essa una tale traccia , incontrerebbe il corri- 
spondente piano di projezione , cui si è supposta parallela . 
Adunque siccome la traccia del piano proposto dee esser 
.perpendicolare alla ba (scol. pr.31 . ), così la projezione 
della retta proposta sul piano della ba , sarà anche perpen- 
dicolare alla ba : ma dee eziandio passare per lo punto d ; 
quindi una tale projezione resterà determinata tirandosi da d 
aliai a la perpendicolare de . Inoltre essendosi la retta tira- 
ta supposta parallela al piano di projezione in cui è la ba , 
tutti i suoi punti debbono essere ugualmente alti su tal pia- 
no ; e perciò l’altezza di ciascun di essi è data al pari di quel- 
la del punto dato . Laonde per un qualunque di essi , che 
abbia per projezione sul piano della b a il punto e , se ne po- 
trà determinare 1’ altra projezione c sul piano della b'a' : 
quindi sarà anche data su tal piano la d'e' , eh’ è 1’ altra pro- 
jezione della retta che si è supposta tirata (*). Che però sarà 
determinato il punto h' dove tale retta incontra il piano del- 
la a’b ’ , per lo qual punto h' dovendo passare la traccia cor- 
rispondente del piano proposto, questa si otterrà tirando da 
li la h'b' perpendicolare alla b'a' ( scol.pr. 3t ■ ) . E con- 
duceudosi dal punto A / , ove questa incontra la comune sezio- 
ne LM de’piani di projezione, la perpendicolare A 'b alla ai, 
si avrebbe 1’ altra traccia di quel piano ; che perciò esso sa- 
rà dato di sito ( pr. 22. ) . 

90.Coh. Essendo dato di sito questo piano , c la retta cui 

(') Se i piani di projezione fossero ortogonali , la d'i' si otterreb- 
be tirando pur òt la parallela alla L.M . 
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è perpendicolare, sarà anche dato di silo il punto ove questa 
incontra quello ( pr. 30. ) . Adunque sarà data di sito, c di 
grandezza la retta che si conduce dal punto dato a quel pun- 
to d’ incontro (pr. 15. e 17.) , la quale è la perpendicolare 
che dal punto dato si tira alla retta data ( def. 3.EI.XI. )■ 
Laonde : 

Se sono dati di silo nello spazio una retta ed un punto ; sa- 
rà data di silo , c di grandezza la perpendicolare, che da quel 
punto conducesi alla retta . 

PROPOSIZIONE XXXIII. 
teorema. 

91 . Dati di sito un piano ed una retta $ sarà da- 
to di grandezza l’ angolo nel quale questa s’ incli- 
na a quello . 

Imperocché nella retta data s’ intenda preso un punto , di 
cui ne rappresenti una delle projezioni il punto d[fìg.21. ], 
preso ad arbitrio nella projezione cb di tale retta, e l’altra sia 
per conseguenza il punto d' ove la perpendicolare d D' alla 
LM incontra Pallia projezione b'c' di essa retta : poi da un 
tal punto sul piano propostò s’ intenda abbassata la perpen- 
dicolare, le cui projezioni saranno le perpendicolari de, dV, 
che si abbassano dalle projezioni corrispondenti del punto 
preso , sulle tracce A 'a , A' a' del piano dato ( se. pr. 31). 
Sarà dato P angolo compreso da quell' inclinata c da questa 
perpendicolare ( pr. 19. ) ; e perciò anche il proposto , che 
n' è complemento . 
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PROPOSIZIONE XXXIV. 

TEOHEJI*. 

93. E dato il sito e la configurazione di una li- 
nea curva, eh* esiste in un piano dato nello spazio, 
se sono date le projezioni di essa su due piani che 
s’ incontrano . 

Sieno acb , a'c'b' [ fìg.22. ] le projezioni date della cur- 
va, ed fV , Y'f' le tracce di quel piano in cui essa si suppo- 
ne esistere nello spazio , una delle quali Y'f si prenda per 
suo asse . Or se da un qualunque punto della curva s’ inten- 
da abbassata sull’ asse F 1’ ordinata corrispondente , è 
chiaro, che il piano progettante una tale ordinata, sul piano di 
projezione ove si trova la Y'f', essendo perpendicolare a que- 
sto , debba la loro comune sezione , cioè la projezione di 
quell’ ordinata, esser perpendicolare alla Y'f'. Laonde quel- 
la projezione potrà rappresentarsi con una qualunque per- 
pendicolare e'/i ' , che da un punto c' preso nella acb' si ab- 
bassi sulla Y'f' ; e progettando i punti c', A' in c , H' sul- 
1’ altro piano di projezione, sarà cH' la corrispondente pro- 
jezione di quell’ ordinata : e da tali projezioni determinatane 
poi la sua vera grandezza ( pr. j7. ) , essa si applichi dal 
punto A' perpendicolarmente ulla Y'f , nel piano di projezio- 
ne ove esiste questa linea , è sia A'C . Nel modo stesso si 
potrà determinare una qualunque altra ordinata k ' E prossi- 
ma alla precedente , e così in seguilo . Adunque se per gli 
punti C , E si farà passare una linea , questa ra ppresenterà 
in configurazione ed in grandezza quella , eh’ esisteva nello 
spazio ; il cui sito sarà anche dato, poiché è dato quello di 
qualunque punto si prenda in essa . 

93. Scol. Se la curva proposta fosse una curva definibi- 
le, cioè di nota natura, c deset itlibile con moto continuo, se 
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ne saprebbe il silo , la forma , e la grandezza , determinan- 
do il sito di quel numero di punii , che sono necessarj per 
compiutamente descriverla . Così avendosi le projezioni di 
una curva circolare , basterebbe determinare tre punti nello 
spazio , die sono in essa ; è bisognerebbe esibirne cinque , 
se la curva fosse una parabola , un’ ellisse , o un’ iperbole ; ' 
poiché per la Geometria elementare , e per la sublime si sa 
descrivere un cerchio per tre punti dati, o una di quelle al- 
tre tre curve per cinque : e siccome per tali punti non può 
passare che una sola di queste curve , così ognuna di esse 
resterà pienamente determinala nella sua forma , grandezza , 
e sito . E si potrebbero anche tali cose più facilmente deter- 
minare , quando fosse dato conoscere o il raggio di quel cer- 
chio e il centro di esso , o la grandezza e il sito di due dia- 
metri di una di quelle altre curve . 

PROPOSIZIONE XXXV. 

TEOREMA. 

94. Essendo dati di sito nello spazio i lati di un 
angolo solido contenuto da tre angoli piani ; 1* an- 
golo sarà dato di sito e di grandezza . 

Poiché i lati di un tal angolo solido sono dati di sito, dee 
esser dato il sito del vertice di esso , ed il sito e la grandez- 
za di ciascuno degli angoli piani che lo comprendo no(j»r./9^. 
Adunque quell’ angolo solido dovrà esser dato non solamen- 
te di sito (~ dcf. 3. ) , ma anche di grandezza , poiché può 
esibirgliesene uno uguale ( 23, El. XI. ). 

95. Cor. Adunque : Se fossero dati di silo nello spazio i 
lati di un angolo solido contenuto da un qualunque numero 
di angoli piani ; sarebbe anche dato il sito, c la grandezza di 
esso . Poiché si è dimostrato, che di sito e di grandezza sie- 
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no dati tulli quegli angoli solidi , ciascuno contenuto da tre 
angoli piani , da’ quali quello è composto . 

PROPOSIZIONE XXXVI. 

teorema. 

9C. Se sono dati di sito i vertici degli angoli di 
un solido poliedro 5 un tal solido sarà dato di sito, 
e di grandezza. 

Imperocché essendo dati di sito i vertici degli angoli di 
un tal solido ; saranno dati di sito i suoi lati (pr . 15. ) , le 
sue facce (pr.20 ) , egli angoli solidi che gli appartengo- 
no ( cor. pr. 35. ). Adunque esso sarà dato di sito ( def.3 .). 
Inoltre saranno dati di grandezza que’ lati ( pr. 17. ) , di 
specie e di grandezza le sue facce ( pr . 20. ) , e di grandez- 
za i suoi angoli solidi ( corpr.32 .) : e queste cose come ben 
si rileva , sono più che sufficienti a poter fare geometrica- 
mente esibire un tal solido ; che perciò esso sarà anche dato 
di grandezza. 
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CAPITOLO V. 

APPLICAZIONE DELLE PRECEDENTI TEORICHE ALLA. RISO- 
LUZIONE DI ALCUNI PROBLEMI. 


PROPOSIZIONE XXXVII. 

PROBLEMA. 

97 . Dato nello spazio il sito di una retta , e 
quello di un punto \ determinare il sito della pa- 
rallela alla retta condottale per quel punto. 

Poiché la retta data , e quella che vuol tirarsi debbono es- 
sere parallele tra loro ; perciò i piani che le progettano so- 
pra uno stesso piano di projezione dovranno essere anche tra 
loro paralleli ( 6. c 15. El. XI. ) ; quindi anche parallele 
saranno le projezioni di quelle rette su questo (I6.EI.XI.) . 
Ma ciascuna delle projezioni della retta cercata dee passare 
per la corrispondente projezione del punto dato . Adunque 
le projezioni di questa retta si otterranno tirando in ognun 
de’ piani di projezione , per la projezione del punto dato , 
la parallela alla corrispondente projezione della retta data . 

PROPOSIZIONE XXXVIII. 

PROBLEMA. 

98. Dato nello spazio il sito di un piano, e quel- 
lo di un punto ; determinare il sito di quell’ altro 

piatto , che pel punto si tira parallelo al dato . 

4 • 
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Dovendo il piano da tirarsi esser parallelo al dato ; le lo- 
ro comuni sezioni con ciascuno de’piani di projezione dovran- 
no esser anche parallele tra loro ( 16 . El. XI. ) . Non re- 
sta dunque , che a determinare in ciascuno di questi piani 
di projezione un punto , pel quale deve passare la traccia 
corrispondente del piano cercato. 

Ciò posto sieno A 'a , \'a' [ fig. 23. ] le tracce del piano 
dato , d , d’ le projezioni del dato punto D eh’ è nello spa- 
zio , ed CY dinoti una delle tracce del piano da tirarsi. Dal- 
la projezione d , che ritrovasi nel piano stesso della E 'f, si 
abbassi sulla A 'a la perpendicolare dh , che sarà anche per- 
pendicolare alla E'/’ nel punto f ove 1’ incontra . Or se dal 
punto dato D al punto f s’ intenda condotta la Df, è chia- 
ro , che 1’ angolo 1) (\l dinoterà quello in cui inclinasi il 
piano cercato all’altro di projezione in cui esiste il punto d ; 
il qual angolo è dato , del pari che il suo uguale in cui in- 
clinasi il piano dato a'\'a al medesimo piano di projezione. 
( pr.26. ) . Che perciò, nel triangolo D fd essendo dati gli 
angoli , ed il lato Dd ( pr. 12. ) , si potrà geometricamen- 
te esibire il lato df. Quindi sarà dato di sito il punto f , e 
per conseguenza sarà data di sito la fYJ , che si tira per 
questo punto parallela alla A ’a ( pr. 5. pari. 2. ) , e eh’ è 
una delle tracce del piano cercato . Or 1’ altra di esse deve 
passare per lo punto E', cJ esser parallela alla A 'a! . Adun- 
que ancor questa sarà data di sito ; e perciò resterà deter- 
minato nel sito il piano che si cerca ( pr. 22. ). 

A L 1 T E R. 

99. Pel punto dato D s’intenda tirata nel piano che si cerca 
una retta parallela all’un de’ piani di projezione nA'M ; que- 
sta retta dovrà essere anche parallela alla traccia del piano in 
cui si tira , e quindi alla A 'a : laonde la sua projezione sul 
piano di questa traccia si otterrà conducemlo per d la d F' pa- 
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rallela alla A 'a . Or la stessa reità dovendo avere tutt’ i 
suoi punti ugualmente alti sul piano di projezione nA'M , 
1’ altezza di ciascun di loro su tal piano pareggerà quella 
del punto D : che perciò, per un qualunque di essi , clic ab- 
bia per projezione sul piano della dF' il punto c, si potrà de- 
terminare l’ altra projezione sul piano della a'A'M (pr.i. 2.J; 
e quiudi sarà data su (al piano la d'c', eh’ è l’ altra projezione 
della retta supposta tirata. Laonde resterà determinato il pun- 
to f, ove essa incontra il piano di projezione a' 6.) t 
pel quale dovendo passare la traccia corrispondente del piano 
cercato , si otterrà questa conducendo per f la f'E' parallela 
alla A ’a’ . Finalmente l’ altra traccia dello stesso piano sarà 
la parallela E ’f , che per E' tirasi alla A 'a. 

100. Scol. La seconda costruzione del precedente proble- 
ma riesce assai facile pe’ piani di projezione ortogonali ; ri- 
ducendosi a tirare per una delle projezioni del punto dato D, 
sia l’orizzontale d, la parallela d¥', fino alla LM, alla traccia 
corrispondente A 'a del piano dato ; elevata da F' la perpen- 
dicolare F ’f', fino all'incontro f' con la d'f' parallela alla co- 
mune sezione LM de’ piani ortogonali, tiratale dalla projezio- 
ne verticale d! del punto dato ; sarà f' un punto della trac- 
cia corrispondente del piano cercato. 

PROPOSIZIONE XXXIX. 

rnOBLEMA. 

ioi . Date di sito due rette } determinare il silo 
del piano condotto per 1’ una parallelo all’ altra . 

Sicno ab , a'b' [ flg. 24. ] le projezioni di quella retta 
data , per la quale si vuol condurre un piano parallelo all’ ul- 
tra , che ha per projezioni le cd , cd' . 

Si determinino i punti a ' , b dove una tale retta incontra i 
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piani di proiezione ; dorranno per questi punti passare le 
tracce corrispondenti del piano che cercasi ; poiché essa 
retta deve esistere in questo piano . Ciò posto il punto a' si 
projetti in a sull’altro piano di projezione , e poi per a', a 
si tirino le a’ E' , ae parallele rispettivamente alle proiezio- 
ni d’c', de deH’altra retta data; saranno queste le projezioni 
della parallela tirata nello spazio dal punto a' a questa retta 
data (jjf.37 .), la quale dovrà incontrare il piano di projezio- 
ne in cui esiste la cd in un punto della traccia corrisponden- 
te del piano cercato. Che perciò, se determinisi il punto e O- 
ve tale parallela incontra questo piano di projezione , e poi 
si congiunga la bel:' ; sarà questa una delle tracce del piano 
da determinarsi : e 1’ altra sarà per conseguenza la <t'F' ; 
ond’ è che un tal piano sarà dato di sito (pr. 22. ) . 

102. Scol. Da questo problema si può trarre un mezzo 
generale, e più sicuro per determinare, se intersegandosi le 
projezioni corrispondenti di due rette ne’piani ove sono pro- 
jettate , tali rette s’ interseghino o no, nello spazio ; e quin- 
di se sicno o pur no in un piano stesso . Poiché è chiaro y 
che, se conducendosi per una di esse un piano parallelo all’al- 
tra, l’incontro di quest’ altra con uno de’ piani di projezione 
cade nella traccia del piano tiralo, allora tali rette esisteran- 
no in un piano stesso , che sarà precisamente quello che si é 
esibito , e s‘ interseghe ranno : in caso contrario esse esiste- 
ranno in piani diversi, e non s’ intersegheranno , quantunque 
s’ interseghino rispettivamente le loro projezioni . 

PROPOSIZIONE XL. 

PROBLEMA. 

io3. Ad un punto dato in una retta di sito, la 
quale esiste in un piano dato , costituire un ango- 
lo uguale ad un dato . 
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Sieno A 'a , A ’a' [ fìg. 25. ] le tracce del piano da- 
to , cd , Cd le projezioni della data retta , e d , d' quelle 
del punto dato eh’ è in essa : è chiaro che il punto c ove 
a’ intersega la projezione cd della retta, colla corrispondente 
traccia A 'a del piano dato , si» quel punto ove questa retta 
incontra il sotloposto.piano di, projezione ; che perciò sarà 
data di grandezza la, retta frapposta tra un tal punto d’ incon- 
tro e ’l punto dato . Or da questo stesso punto s’ intenda ti- 
rala la perpendicolare alla medesima traccia A 'a , avrà que- 
sta per sua projezione sul piano di tale traccia la.perpendicor 
lare de , che dal punto dato tirasi alla A 'a , e ’l punto e sa- 
rà quello ov’ essa incontra lo stesso piano di. projezione . 
Laonde il triangolo compreso da quell’ inclinata., da. questa 
perpendicolare , e dalla ce sarà dato di specie e di grandez- 
za ; e quindi sLpotrà determinare 1’ angolo compreso, dal- 
l’ inclinata data , e dalla ce , o.A 'a. Ciò posto sia P ! an- 
golo dato al quale vuol costituirsi 1’ uguale nel punto dato 
della retta data , e nel piano dato : ai prenda in un suo lato 
la PQ uguale a quell’ inclinata data r ed al punto Q della FQ 
si costituisca 1’ angolo FQR uguale a quello compreso dalla 
stessa inclinata e dalla traccia A 'a , il quale si è poc anzi 
detcriqinatp ; le rette PII , QR concorreranno in.R , e deter- 
mineranno cosi la QR , alla quale se taglisi sulla A 'a dal 
punto c 1’ uguale cf, e che poi, il punta/ 1 congiungasi col di- 
to nella data retta , si sarà costituito in esso punto di que- 
sta retta , e nel dato piano, 1’ angolo dato P : il che chiara- 
mente si rileva-. £ la projezione dell' altro lato di un tal an- 
golo sul piano oA'M sarà la fd , e quella sull altro piano di 
projezione si otterrà , coni è noto , projettando il punto f 
in /' su di questo , e congiugnendo la l'd\ 
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PROPOSIZIONE XLI. 

PROBLEMA* 

104. Dato di sito una retta nello spazio ; deter- 
minare quel piano, che , passando per essa , s’ in- 
clini all’ un di quelli di projezione in angolo dato. 

Si determinino gl’ incontri c , b' [ (ig. 26. ] della retta 
data co’ piani in cui esistono le sue projezioni c d , e’d ' ; 
per ciascun di que’ punii dovrà passare la corrispondente 
traccia del piano che cercasi . Ciò posto, il punto b’ si pro- 
ietti in b sull’ altro piano di projezione , e sulla B ’b’ si 
prenda la B ’f' uguale all’ altezza del punto b' su questo pia- 
no , cioè alla b b' ( supponendo i piani di projezione nel lo- 
ro vero sito ) ; poi al punto f' della f'B’ si costituisca l’ an- 
golo B'/ T G' uguale al complemento di quello in cui decsi 
inclinare il piano cercato al piano di projezione ove si tro- 
va la cd . Finalmente col centro b , intervallo B'G' descri- 
vasi il cerchio hkl , al quale si tiri per c la tangente c.h A' , 
che sarà data di sito , e quindi anche di sito il punto A' : sa- 
rà questa la traccia del piano cercato sul piano di projezio- 
ne della ed ; e 1’ altra traccia sarà perciò la A 'A'. 

Imperocché ( supposto che i piani di projezione avesse- 
ro il loro vero sito ) , è chiaro che il piano hbb ' , c 1’ altro 
della projezione cd sicno perpendicolari tra loro ; che per- 
ciò la c h essendo perpendicolare alla bh comune sezione di 
essi , lo dovrà esser pure alla hb' ; quindi 1’ angolo b’hb è 
precisamente quello in cni inclinasi il piano b’A'c al piano 
della projezione cd ( def.G.El.XI .) . Ria quest’angolo b'hb 
apparisce dalla costruzione essere uguale all’ altro / y G'B\ A- 
dunque il piano b'A'c è il cercato. 

105. Scol. Se la retta data fosse stata una delle tracce 
A ’b' del piano dimandato, 1 altra di queste A'c sarebbesi riu- 
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venuta con una costruzione analoga a quella del precedente 
problema . Ed in tal modo si sarebbe ottenuta la determina- 
zione del teorema , clic : E dato il filo di un piano , se è da- 
ta una delle sue tracce , e i angolo in cui esso inclinasi al 
piano dell’ altra traccia . 

PROPOSIZIONE XLII. 

PROBLEMA. 

106 . Dato il sito di un piano , e quello di una 
retta , eh’ è in esso ; determinare quel piano , che 
inlersegando il proposto in questa retta , gli s’ in- 
clina in un dato angolo. 

Sieno A'rt , A 'a' [ fig. 18. ] le tracce del piano dato, V>'b y 
B 'b' quelle del piano cercato , ed fc , c'f' le projezioni del- 
la retta , che rappresenta la comune sezione di que’ piani : i 
punti /’ , t' ove queste projezioni incontrano le tracce A ’a , 
A V del piano dato , saranno ad un tempo que’ punti ove la 
retta data incontra i piani di projezione, e quelli pe’ quali 
dchbon passare le rispettive tracce del piano che cercasi . 
Ciò posto , per un punto qualunque h della fc si tiri a que- 
sta la perpendicolare eh nel piano MA'a, e poi s'intenda con- 
dotto per una tale retta un piano perpendicolare alla reità da- 
ta nello spazio , che la incontri in K : un tal piano interse- 
cherà il piano dato, e quello che cercasi nelle rette cK, K</, 
le quali s’ inclineranno 1 ’ una all’ altra nell' angolo dato P . 
Inoltre si vedrà , come nella prop.29 , che sien date lcKc, 
f h ; che perciò intendendosi congiunta la K h , nel triango- 
lo I hit rettangolo in K , essendo data l' ipotenusa fh e ’l ca- 
teto fh , sarà esso costruibile , e quindi si potrà determina- 
re la K//. Adunque , se descrivasi un triangolo XYQ co’ tre 
lati del triangolo chh , c che poi al punto Y della XY , che 
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corrisponde al punto K della cK si costituisca l'angolo XYT 
uguale a quello dato in cui inclinasi il piano dato al piano 
che Tuoi tirarsi , cioè a P ; è chiaro , che la YT intersegan- 
do la XQ debba segnare la QT uguale alla gh , cioè alla 
perpendicolare alla cfinh, prolungala fino alla traccia del 
piano dimandato; che perciò questa sarà data al pari di quel- 
la ; e quindi si avrà nel piano MA'a un altro punto, oltre f, 
pel quale deve passare la traccia corrispondente del piano che 
vuol tirarsi . Laonde questa traccia sarà la fB' ; e quindi 
1 ’ altra dovrà essere la cB' . 

PROPOSIZIONE XLIII. 

r KOB LEU A. 

107. Dato un angolo , e l’ inclinazione de’ suoi 
lati ad un piano } costruire la projezione diquel- 
l’ angolo su questo piano. 

Prendasi il punto A' [ pg. 27 . ] per la projezione del ver- 
tice di quell’ angolo su questo piano , ed A'B' per quella di 
un suo lato . E poiché ne’ dati di questo problema non s’ in- 
chiude sito, ma sola grandezza di essi ; perciò si potrà sup- 
porre , che il vertice dell’ angolo proposto stia a qualunque 
altezza sul piano della projezione A' . Si supponga perciò 
passare per la A'B' un piano verticale , il quale si concepi- 
sca abbattuto , e nella perpendicolare A ’a’ tirata , in quésto 
piano alla LM, si prenda un qualunque punto a' , il quale 
dinoti il vertice di quell’ angolo . Inoltre dal punto a' s incli- 
nino alla LM le rette a'B' , a'C' sotto gli angoli ne’ qua- 
li i lati del proposto angolo si suppongono inclinarsi al pia- 
no su cui vuol esso projetlarsi : potrà a'B' dinotare effetti- 
vamente 1" uno di tali lati , e 1’ altro dovrà essere dinotato 
nella sola lunghezza dalla a'C'; poiché è chiaro, che tutte le 
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rette , cbe dal punto a' s’ inclinano al piano ove esiste (a 
projezione A' di quel punto , in uno stesso angolo, deb- 
bono esser lati del cono retto , che si genera dal triangolo 
a'A'C' rivolgendosi intorno al cateto a' A'. Che perciò, se 
descrivasi il cerchio Cc/’', quell’altro lato, nel suo vero sito, 
dovrà incontrare in un punto la circonferenza C'ef. Per de- 
terminare un tal punto , basterà costituire un triangolo co’ la- 
ti B 'a' , C'a', che comprendano 1’ angolo dato che si vuol 
projctlare : è manifesto , che se col centro B' . intervallo 
il terzo lato di tal triangolo , cioè quello che sottende quel- 
l’angolo dato , si descriva nel piano del primo cerchio 1’ al- 
tro g eh ; il punto c ove s’ iutersegheranno le due circonfe- 
renze sarà il cercato : ed esse si dovranno intersegare , co- 
me lo mostrano i dati del problema . Laonde congiugnendo 
la A 'e si avrà 1' angolo c'A'B' , cbe sarà la dimandata proje- 
zione dell’ angolo dato. 

108. Scol. 1. Al problema proposto si riduce imman- 
tinente quest’ altro : Dati gli angoli che comprendono due 
rette fra loro , e colla perpendicolare che dal punto ove »’ in- 
contrano si abbassa su di un piano dato ; determinare su que- 
sto la projezione di quel primo angolo . Poiché è chiaro , che 
gli angoli che formano i lati dell’ angolo dato colla perpendi- 
colare , sono rispettivamente i complementi di quelli sotto 
cui essi s’ inclinano al piano dato ; che perciò questi saranno 
anche dati : c la costruzione del presente problema diventa 
la stessa di quella del precedente . Ed essa si sarebbe anche 
potuta effettuare senza tale riduzione, costituendo. al punto a 
della AV gli angoli A'a'B' , A'a'C uguali rispettivamente 
a quelli compresi da’ lati del proposto angolo e dalla perpen- 
dicolare al piano dato , e continuando nel resto precisamen- 
te come nel precedente . 

109. Scol. 2. Il problema enunciato nello scolio prece- 
dente può avere un uso geometrico nel determinare l’ inclina- 
zione de’ piani in cui esistono due de’ tre angoli piani dati 
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comprendenti un angolo solido , non essendo altro una tale 
inclinazione, che la projezione del terzo angolo su di un pia- 
no , cui si supponga perpendicolare il lato comune agli altri 
due. E siffatto problema, o 1’ altro quasi identico della pro- 
posizione, occorre nelle pratiche geodesiebe, conoscendovi 
col nome di riduzione di un angolo all' orizzonte. 

TROrOSlZIONE XUV. 

PROBLEMA. 

i lo. Costituire ad un punto dato in una retta di 
sito un angolo dato , con un’ altra retta, la quale 
s' inclini all’ un de’ piani di projezione in un angolo 
anche dato . 

Sieno ab, a'b' [ fig-88. ] le projezioni della retta data, e 
d , d' quelle del punto dato in essa , dal quale si vuol tira- 
re un’ altra retta , che comprenda con quella un dato angolo 
P, es’ inclini al piano di projezione iu cui esistei» ab sot- 
to 1' angolo Q . 

Si applichi nell’ angolo Q la RS perpendicolare ad un suo 
lato , ed uguale all’ altezza del punto dato sul piano della 
ab , e poi col centro d, e col raggio quanto il cateto RQ del 
suddetto triangolo si descriva il cerchio ce/’: è chiaro, che 
ogni retta , che da quel punto si conduce ad un qualunque 
altro della circonferenza di questo cerchio s’ inclini al piano 
di esso sotto l’ angolo Q ; che perciò bisognerà determinare 
quella tra queste , che comprende colla data l’angolo P . A 
tal uopo si determini il punto h ove la retta data incontra il 
piano della a b (j>r. 46.) ; sarà data di grandezza quella ret- 
ta , che dal punto proposto si termina ad li ( pr. 47. ) . Ma 
è pur data di graudezza la retta che si cerca , la quale è 
quanto la QS , cil c dato 1’ angolo che questa c quella uoui- 
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prendono . Adunque sari anche dalo il lato opposto a que- 
st’ angolo , cioè la distanza del punto h dall altro ove la retta 
cercala incontra il piano della ab io un punto della circonfe- 
renza cfe. Laonde se col centro h, ed intervallo una tale di- 
stanza si descriva l’ arco ef , i punti e , f soddisferanno al 
problema , cioè congiunte le ed , ef ognuna di queste rap- 
presenterà la projezione della retta cercala sul piano della 
ab. E tale retta avrà per projezioni corrispondenti sull altro 
piano di projezione la c'd' , o la / ’d'. 

A L I T E R. 

Ut. Si ritrovi il punto h ove la retta data incontra il pia- 
no della sua projezione ab . Ed essendo dati il cateto hd , e 
T altro che dinota 1’ altezza del punto dato su questo stesso 
piano di projezione , resterà determinato 1’ angolo che la 
retta data comprende colla ab , o sia l’ inclinazione sua al 
piano di questa . Laonde il proposto problema si sarà ridot- 
to al precedente . 

PROPOSIZIONE XLV. 

PROBLEMA* 

ita. Esibire le projezioni , e la grandezza del- 
la minima distanza di due rette date di sito nello 
spazio , e che non sieno in un medesimo piano : 
cioè , determinare la perpendicolare comune ad 
css6 . 

Una delle rette date abbia per projezione le a b , a'b’ 
[ fig. ] , e quelle dell’ altra sieno le cd , c'd.' . Sieno i- 
noltrc A'A , A 'li' le tracce del piano condotto per la prima 
di esse parallelo all’ altra ( pr. 39- ) ■ È chiaro, che tutte le 
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perpendicolari a questo piano tirate da’ punti di quella ret- 
ta , che gli è parallela, sieno tra loro eguali ; e siccome tra 
queste deve esser quella , che incontra 1’ altra retta data , 
per la quale si è fatto passare il piano, ne segue perciò , ch« 
una di esse presa ad arbitrio possa rappreseu tare in grandez- 
za la minima distanza , che si cerca . Ciò posto prendasi 
in cd' un qualunque punto e' , il quale si projelti in e nella 
cd ; saranno i punti e, e le projezioni di un punto preso ad 
arbitrio nella retta parallela al piano A'A'A ; e le perpen- 
dicolari ef , e'f , che da’ punti e , e' si tirano rispettiva- 
mente alle A'A , A 'A' dinoteranno le projezioni della per- 
pendicolare , che dal punto di cui quelli sono te projezioni 
si abbassa sul piano poc’ anzi detto ( n. 88. ) . Che per- 
ciò, assegnate le projezioni g , g' del punto d’ incontro di 
quella perpendicolare con questo piano , le eg , e'g' rap- 
presenteranno in grandezza le projezioni della perpendico- 
lare definita tra il punto preso nella retta , che ha per pro- 
jezioni le cd, c'd', e il piano A'A'A che gli è parallelo , su 
cui quella si è abbassata , cioè della minima distaza cercala. 
Adunque si farà nota la grandezza di questa (j>r. 47.). Resta 
ora ad assegnarsi solamente il sito di essa, cioè a determinar- 
si in una delle rette date il punto donde tirata la perpendico- 
lare all’ altra, questa riesca anche perpendicolare alla prima. 
A tal oggetto, per gli punti g,g' si conducano le gk, g'k' pa- 
rallele rispettivamente alle cd , c'd' ; queste gk , g'k' dino- 
teranno , com’ è chiaro , le projezioni dell’ intersezione di 
quel piano che passa per la retta le cui projezioni sono le 
cd , cd' , cd è perpendicolare al piano A' A'A , con questo 
stesso piano, nella quale intersezione deve anche un tal pia- 
no h'X'h essere incontralo da tutte le perpendicolari che s i 
è detto . Laonde i punti k, k' , ove le gk , g'k\ intersegano 
le projezioni ab, a'b' della retta eli' c in questo piano, di- 
noteranno le projezioni di quel punto di esso , c della retta 
che vi esiste , donde elevala al piano , e quindi ad una tale 
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retta la perpendicolare , questa incontra I’ altra retta data , 
e gli è anche perpendicolare , cioè , saranno le projezioni 
del punto di una delle rette proposte, dal quale deve partire 
la perpendicolare ad esse comune . Quindi le projezioni di 
questa perpendicolare nel suo vero sito saranno le perpendi- 
colari kl , k'I' alle A7i , K'h’ rispettivamente : e le proiezio- 
ni dell’ altro punto ov’ essa incontra 1’ altra retta data , sa- 
ranno determinate dalle intersezioni delle kl, k'V con le cd , 
e et rispettivamente , cioè i punti q , q'. 
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CAPITOLO VI. 


DELLE SUPERFICIE CURVE , E De’ DETERMINANTI DEL LORO 
SITO NELLO SPAZIO. 


113. Del pari che le linee curve sono classificabili, per Io 
ricerche geometriche su di esse , o dalla loro genesi , o dal- 
1’ equazione corrispondente ; lo stesso è pure per le superfi- 
cie curve. Ma per gli usi delle arti del disegno le unc , e lo 
altre possono essere sì arbitrariamente segnate in un piano , 
o aver luogo nello spazio , che ad alcuna classe non sieno 
rapportabili , cioè , per servirmi della stessa espressione da 
me adottata per le lince curve , eli’ esse non sieno in alcun 
mollo definibili . Or per queste non può adottarsi alcuna par- 
ticolare considerazione geometrica, riduccndosi il loro silo 
a quello speciale di ogni punto che le appartiene. Ciò posto: 

114. Def. x. Diremo definibile una superficie 
curva , sedi essa può assegnarsene la genesi , o la 
natura , per una proprietà caratteristica costante , 
o per una equazione a tre indeterminate, che con- 
venevolmente la rappresenti. 

Così è definibile la superfìcie della sfera dalla proprietà 
che ha ogni suo punto di essere equidistante da un punto u- 
nico di sito fissato in mezzo ad essa , o pure dall' equazione 
caratteristica r' = %' +/’ — s’, o da altra che in ultima a- 
nalisi a questa si riduca . 

E tale superficie sarebbe per 1’ appunto «1 luogo geometri- 
co di quella proprietà caratteristica , o della corrispondente 
equazione. 

i i5.Def. xi. Una linea curva la diremo data in 
un piano, se la troveremo in questo descritta, quan- 
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(inique non se ne conosca la natura , e che non 
sia nè geometricamente, nè meccanicamente descrit- 
tibile . 

116. Cor. Adunque una tale curva potrà anche aver le 
sue parti , continue, o discontinue che sieno , della stessa , 
o pur di diversa natura . 

117. Scol. Dalla precedente definizione si rileva , che 
ad una tale curva non si possa sempre condurre la tangente 
per mezzo di un artifizio geometrico ; che perciò converrà , 
nella maggior parte de’ casi , assegnarla ad occhio , seguen- 
do la direzione di un elemento di essa , come suol praticar- 
si nelle arti del disegno . 

1 18 . Def. xii. Se una linea costante , o varia- 
bile di forma , con data legge ne scorra rasente 
un' altra , in piano perpendicolare al suo , gene- 
rerà una superfìcie curva , di cui questa Se ne di- 
rà la direttrice , e quella la generatrice . 

119. Scol. Nulla detrae alla generalità della presente de- 
finizione Tessersi supposta la direttrice una curva piana , cioè 
segnala nel piano; poiché è chiaro, che comunque essa si fos- 
se supposta una curva a doppia curvatura nello spazio , si 
avrebbe sempre potuto concepir segata la superficie di cui era 
direttrice da un piano di sito , e prender la curva d’interse- 
zione, che risulterebbe in lai piano , come la'dircttrìce piana 
della medesima superficie curva , abbandonando quella 'a 
doppia curvatura da prima stabilita . 

i io. Def. xiii. Se la generatrice diventi una 
retta , che passi sempre per un punto dato , la su- 
jterflcie curva generata si dirà superficie conica. 

Quel punto fisso ne sarà il vertice ; e la generatrice di es- 
sa , in qualunque luogo si ritrovi nel descriverla, si dirà lato. 

0 pure , la superficie conica è quella che vien rappresen- 
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tata dalle infinite rette , che da quel punto di sito si condu- 
cano agl’ infiniti punti di quella linea curva eh’ è nel piano . 

121. Scol. 1. Una tale superficie è necessariamente inde- 
finita dalle due parli del punto di silo , come indefinita da 
queste parti stesse è la retta che la descrive ; e potrà ancor 
essere indefinita per uno , o due altri versi , secondochè in- 
definita per uno , o due versi sia la linea curva , che diri- 
ge la retta rotante. Finalmente una tale superficie potrà esser 
composta di parti anche discontinue , e che non abbiano co- 
mune , che il solo vertice , se mai discontinua , cioè a ra- 
mi separati , sia la curva direttrice. 

i 32 .Def.xiv. Che se essendo la generatrice una 
retta, si conservi nel suo movimento sempre paral- 
lela a se stessa, o ad una retta di sito j la superficie 
generala si dirà cilindrica. 

E tale retta, in qualunque luogo si ritrovi nel descriverla, 
si dirà lato . 

0 pure la superficie cilindrica è quella , che viene rappre- 
sentata dalle infinite rette , che dagl’ infiniti punti di quella 
curva si tirano parallele alla retta data di sito . 

123. Scol. A questa definizione si potrà adattare, conve- 
nevolmente modificandolo, lo stesso che si è detto nello sco- 
lio alla definizione precedente. 

124. Def. xv. Se il piano della generatrice co- 
stante si rivolga circolarmente intorno ad una retta 
di sito segnata in esso come asse , sicché ciascun 
punto di quella descriva un cerchio intorno a que- 
sta , il cui raggio sia la perpendicolare tirata dal 
punto all’ asse j la superficie curva generata si dirà 
di rivoluzione costante , o semplicemente di rivo- 
luzione . 

125 . Def. xvi. E se la curva generatrice in tal 
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rivolgimento vada sempre cambiandosi con data, 
legge per modo , eh’ essa rada continuamente una 
data linea curva direttrice j la superficie curva de- 
scritta si dirà di rivoluzione variabile. 

Di questo genere sono le superficie di secondi ordine del- 
le quali tratteremo specialmente nella pari. II. del presente 
trattato; il che mentre illustrerà la definizione di sopra data, 
darà una compiuta teoria geometrica di tali superficie , del- 
la quale mancasi , e preparerà benanche la base a talune ri- 
cerche di Geometria di sito. 

LEMMA I. 

126. Se in ciascun ordinata BC della curva ACD [/òj./JO.] 
riferita all' asse AX, prendasi un punto c in modo, che la BC 
stia alla Bc in una costante ragione ; per luti i punti così 
determinati , c pel punto A passerà una curva Acd della stes- 
sa natura , c specie della proposta . 

Rappresentisi l’ equazione alla curva ACD per 
A + Bj + Cj’ -f- Dj 1 . . . = o 
ove A , B , C , D . . . sieno funzioni della sola x ; quella 
per l’ altra Ac d si otterrà ponendo in essa la ny per^ , e 
però avrà la seguente forma 

A -f- nB/ -f n’Cf’ -f n’Dj’ . . . = o 
che non differendo dalla proposta nè nel grado , nè nella for- 
ma, apparterrà ad una curva della medesima natura, e specie. 

127. Con. Quindi , viceversa , seie curve ACD , A cd ri- 
ferite allo stesso asse AX , sieno della stessa natura , e spe- 
cie ; le ordinate BC , Bc corrispondenti ad una medesima 
ascissa AB, dovranno esser tra loro in una ragione costante. 
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LEM M A II. 

128.& una superfìcie di rivoluzione costante , o variabile 
seghisi con un piano parallelo alla sua direttrice ; la sezione 
sarà una curva simile a questa. 

Cas. 1 . Se la superficie sia di rivoluzione costante, è chia - 
ro , che la sezione suddetta sia un cerchio , del pari che la 
direttrice . 

Cas. 2. Che se la superficie suppongasi di rivoluzione va- 
riabile , ne sia DEC [ fìg.31 .] la direttrice , e DAC la ge- 
neratrice riferita all'asse AB , la quale dal sito AcC sia 
passata nell’ altro Ac E : inoltre rappresenti dee il piano se- 
gante , che incontri I’ asse della superficie in b , e la gene- 
ratrice ne’due soprindicati luoghi in c, c : congiunte le cor- 
rispondenti ordinate BC, BE , bc , be in queste due curve 
della medesima natura, c specie, dovranno esse risultar pro- 
porzionali ( cor.lem.pr .) ; e dovrà essere BC : BE :: bc : bc. 
Ma gli angoli CBE , che , dinotando l’ inclinazione de' piani 
BAC , BAE , sono uguali ; quindi , congiunte le EC , cc , i 
triangoli EBC, eòe risulteranno simili : c così successivamen- 
te ; che però verranno ad iscriversi nelle due sezioni DEC , 
dee due poligoni simili, i quali confondendosi con esse, quan- 
do gli angoli CBE , eòe , o le sottese CE , cc anppongansi 
evanescenti ; risalteranno però ancor simili le sezioni DEC , 
dee . 

129. Cor. 1. Dalla dimostrazione del precedente cas. 2. 
rilevasi , che : Se in due curve DEC , dee riferite agli assi 
DC , de , ed a punii B , b in questi , cadano continuamen- 
te a perimetri di esse le BE , bc in angoli uguali con le BC , 
bc , cd a queste proporzionali ; le curve debbano esser simili. 
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PROPOSIZIONE XLVI. 

TEOREMA. 

1 3o.E dato il sito di una superfìcie curva di ri- 
voluzione, quando sien date le sue direttrice, e ge- 
neratrice , e di sito 1’ asse di ciascuna di queste . 

La comune sezione LM [ fiej.32. ] de’ piani ortogonali di 
projezionc rappresenti V asse della direttrice DEC descritta 
Rei piano orizzontale , e la perpendicolare BA alla LM sia 1’ 
asse della generatrice BAC in sul piano verticale ; e pel pun- 
to B incontro de’ due assi si tiri ad un qualunque punto E 
della direttrice la retta BE , sarà questa la projezione oriz- 
zontale della generatrice passante per E ; e tirata dal punto 
E alla LM la perpendicolare EE' rappresenterà E' la proje- 
zione verticale del punto E di tal generatrice. Ciò posto si 
tiri nella DAC una qualunque ordinata d'b' c' ; il piano con- 
dotto per essa parallelo all’orizzontale segnerà nella superficie 
proposta una curva , che intersegherà la generatrice passante 
per E in un punto F , che congiunto con b' , la congiungente 
F b' comprenderà con la b'ef un angolo uguale a CBE ; ed 
abbassata da F la perpendicolare F/' sul piano verticale, 
che cadrà nella d'e'\ sarà f' la projezione verticale corrispon- 
dente del punto F ; c questo potrà geometricamente costruir- 
si nel seguente modo . Essendo CB a BE come c'b' : b' F , 
c BE a BE' , come 4'F : b' f' , sarà BC a BE' , come b' c' 
a b'f' ; e però se in ordine alle rette date CB , BE , c'b' 
si trovi la quarta proporzionale b'f', sarà f la projezione del 
punto F della generatrice passante per E (*) : e per tal modo 

(’) Per assegnare una tal quarta proporzionale , e quindi il punto F , 
basta congiugnere la C c', e prodottala fino alla BA in a' ; la congiuu- 
gcnte E'a' segnerà nella t'e' il punto /' : c cosi per ogni altro analo- 
go . Il die risulta evidente dalla natura de' triangoli simili Ba'C.I/u'c', 
e B a'E', b'a'f. 
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verrà ad assegnarsi per plinti la pmjezionc verticale ili que- 
sta ; e però di essa ne sarà determinato il silo. Adunque es- 
sendo data di sito la generatrice della proposta superficie 
per qualunque ponto della direttrice ; la superficie curva de- 
scritta avrà una posizione affatto determinata , e però sari 
data di sito ( [def.3 .). 

1 3 1. Cor. Risulta dal teorema dimostrato, e dalle dcf.13,14, 
e 15, che i determinanti del sito di una superficie conica sie- 
no il silo, c la forma della sna direttrice, in un piauo di sito, 
e 1 sito del vertice di essa ; die nella superficie cilindrica 
oltre quella debba conoscersi il sito della retta cui la genera- 
trice serbasi costantemente parallela . Vinalmentc , clic per 
quelle di rivoluzione costante basti avere la direttrice de- 
scritta in un piano di silo , eia posizione dell' asse di que- 
sta , e però della superficie clic ne risulta descritta. 

132. Scoi. Nel caso che la generatrice fosse uua curva defi- 
nibile, e di nota descrizione, è chiaro, che assegnata di essa 
la proiezione verticale E' del punto E [ flg.32. ] , e quindi 
l ordinola RE' corrispondente all’ ascissa AB , per la proje- 
zione verticale della generatrice passante per E, una tal pro- 
iezione di questa si potrebbe immediatamente descrivere , 
senza determinarla per punti. 

Che se fosse una superficie conica , tal projezionc sareb- 
be la congiungente del punto E' con la projezionc verticale 
A del vertice del cono ; e se cilindrica , essa sarebbe la pa- 
rallela tirala per E' alla pi ojczionc verticale della retta cui 
è parallela la generatrice di questa superficie. 
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i33. Se è data di sito una superfìcie curva ; sarà 
dato il sito di ogni punto di essa , sol die ne sia 
data una sola projezione 

La verità ili questa proposizione ò evidente ; poiché- quel 
punto non può essere se non uno di quelli, ne’quali tal super- 
ficie curva di sito c incontrata dalla perpendicolare elevata 
sul piano di projezione, da quella data del punto. Ma a con- 
venientemente stabilirla, da corrispondere alla def. 3.,. biso>- 
gna mostrare il geometrico artifizio per assegnare l’altra , o 
le altre proiezioni corrispondenti a quel punto. 

Cas. t.La projezione data p lfig-33-'] sia primiernmeute nd 
piano della direttrice DEC , clic prendasi per 1’ orizzontale , 
riferendola all’asse DC, pel quale suppongasi passare ii verti- 
cale, in cui sia segnala la generatrice ne : ski D,C, ed intorno 
all asse AB. Dal punto B, incontro dc'due assi,, al punto p si 
tiri la Bp,cke incontri il perimetro della direttrice DEC in E; 
sarà data la forma , ed il sito della generatrice nel punto E 
(prop.pr.).Ed assegnatala projezione verticale E'p'A di que- 
sta , il punto p' y ove l’ incontra la perpendieolarc indi finita 
pY'p' alla LIVI, sarà la projezione verticale cercala di quello 
P della superficie proposta , projetlato orizzontalmente in p . 

Cas. 2. Or la projezione p' [ fig. 3 ). ] sia data sul piano 
della generatrice DAC, e però sia la verticale, c si cerchino 
le orizzontali eorrispondenli.Pel punto p' si tiri la k'b'n' pa- 
rallela alla DC , che rappresenta la comune sezioue de piani 
ortogonali, in cui sono segnate le direttrice, e generatrice ne’ 
punti D , C , e poi la superficie proposta s’ intenda segata 
da un piano condotto per la k'b'n.' , paradello a quello del- 
la direttrice DEC , che vi produrrà una sezione simile alla 
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direttrice DEC (lem. 2.) , ed identica alla sua projezione sul 
piano di questa , nel quale si potrà essa con faciltà descrive- 
re per punti nel seguente modo , cioè . Si abbassino da' pun- 
ti k', n sulla LM le perpendicolari k'K', n'N' ; saranno K', 
IS' due punti di tal projezione esistenti nel diametro DC del- 
la generatrice DEC ; c condotta in questa dal punto B una 
qualunque inclinata BE , dovrà stare BC : BE :: BN' alla 
corrispondente inclinata B p nella projezione richiesta. Adun- 
que il punto p , come ogni altro analogo , si otterrà con- 
giugnendo la CE , e tirandole dal punto N' la parallela N p 
fino all’ incontro con la BE . E nel caso , che la direttri- 
ce DEC fosse stata una curva definibile , e da potersi de- 
scrivere con un movimento continuo , lo stesso sarebbesi 
praticato per la projezione K ' p N'. Or dovendo la projezio- 
nc orizzontale del dunto P della superficie proposta projet- 
tato verticalmente in p ritrovarsi nel perimetro della K 'p N% 
sarà essa il punto p , in dove questa curva verrà incontrala 
dalla perpendicolare indefinita p'P'p tirala dap' alla LM. 

1 34. Def.xyii. L’ esibizione delle projezioni corri- 
spondenti a’ punti di una superficie curva su di ua 
piano di projezione , data quella sull’ altro di essi , 
conoscesi ordinariamente col nome di costruzione 
della superficie curva. 

Lo stesso potrà dirsi anche del piano , la cui costruzione 
fu esibita nella prop.27. 

135. Scol. Quantunque la costruzione di una superficie ci- 
lindrica , conica , o di rivoluzione costante sia chiaramente 
compresa nel precedente teorema di dato ; purtuttavia es- 
sendo esse di uso lo più frequente , e che le costruzioni per 
questi casi divengono molto semplici , crediamo utile di qui 
esporle particolarmente , impiegandovi il seguente capitolo . 
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CAPITOLO VII, 

COSTRIZIONE SPECIALE DELLE SUPERFICIE CONICHE, CILIN- 
DRICHE , E DI RIVOLUZIONE COSTANTE . 


PROPOSIZIONE XLVIII. 

PROBLEMA. 

1 36. Costruire una superfìcie cilindrica data di 
sito . 

La curva pdq [fìg-35.] sia la traccia orizzontale di tal 
superficie , e le ab, a'b' dinotino le projezioni di quella ret- 
ta alla quale è costantemente parallela la generatrice di es- 
sa: sia inoltre c la projezione data di un punto nella superfi- 
cie proposta , del quale se ne cerca 1’ altra projezione . 

Cas. 1 . Una tal projezione c esista primieramente nel piano 
della traccia pdq. Si tiri per c la retta ecd parallela alla ab ; 
una tal parallela sarà la projezione di quel lato, o di que lati 
della superficie, cilindrica, semai ve ne sieno più, come può 
avvenire , in ciascun de' quali è allogalo il punto, clic ha per 
projezione c ; e ciascnn di questi lati dovrà incontrare la trac- 
cia pdq, in quel punto corrispondente, dove questa è interse- 
gata dalla ecd. Adunque un di essi l’ incontri in d. Si projet- 
ti questo punto d in D', e si tiri la D'c' e' parallela alla a'b': 
quest’ altra parallela sarà la projezione corrispondente di quel 
lato della superficie cilindrica proposta , che incontrava la 
traccia pdq in d, nel quale deve contenersi il punto cercato ; 
che perciò abbassala da c sulla LM la perpendicolare cC'c', 
il punto c' ove questa iulersega la D'c' sarà 1’ altra projezio- 
ue del punto proposto , che ritrovavasi nel lato poc’ anzi as- 
segnato . 
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Cas. 2. Che se la projezione data c' non esista nel piano 
di projezione in cui trovasi la traccia pdg ; ma sì bene nel- 
l’altro : in tal casosi prenda ad arbitrio nella curva pdg un 
qualunque puuto </,iI quale si projetli sull’ altro piano di pro- 
jezione , e poi per questa projezione si tiri la h'f* parallela 
alla a' // , che incontri la LM iu G', il qual punto si con- 
fonderebbe colla projezione poe’ anzi detta del punto g , se i 
piani di projezione si supponessero ortogonali , come la figu- 
ra gli rappresenta . Ciò posto sì congiunga la yG', e poi per 
lo punto c si conduca la cVD' parallela alla a'b' , e quindi 
alla h'f , e tirala per D' la D 'd parallela alla G f g, si coudu- 
ca dualmente per ciascun punto d ove essa incontra la traccia 
ydq della snperficie cilindrica la dee parallela alla ab ; sa- 
ranno D 'e' x de le projezioui di quel lato della superficie cilin- 
drica proposta, che incontra la traccia in d, e nel quale devo 
trovarsi allogato il punto di cui c' n’è una projezione. Laon- 
de 1’ altra di esse dovrà essere il punto c ove intersegansi la 
de , e la perpendicolare indefinita c'C'c abbassata dal pun- 
e' sulla LM . 

137. Scot. Pe’ piani ortogonali la costruzione nel cas. 2. 
si eseguirebbe appuntino come pel primo , invertendo 1’ o~ 
pcrazioue . 

PROPOSIZIONE XLIX. 

PROBLEMA. 

1 38. Costruire una superfìcie conica data di sito. 

La soluzione di questo problema è identica a quella del 
precedente ; e solamente bisogna avv ertire, che ciascuna pro- 
jezione di un qualunque lato di quest’ altra superficie si ot- 
tiene , congiugnendo la projezione corrispondente di un pun- 
to, eh’ è in essa con quella del vertice, eh’ è nello stesso pia- 
no di projezione . 
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PROPOSIZIONE L. 

PROBLEMA . 

1 3g. Costruire una superfìcie di rivoluzione co- 
stante data di sito, con l’asse perpendicolare ad uno 
de’ piani di projezione. 

Sia a [ fìg.36. ] la projezione delF asse di nna tal super- 
fìcie su quel piano cui esso è perpendicolare, ed a' A' rappre- 
senti la projezione dell' asse stesso sull’ altro piano di proje- 
zione , che potrà prendersi , senza che ne resti resa partico- 
lare la presente costruzione, perpendicolare al primo. E poi- 
ché è dato il sito, e la forma della proposta superficie curva dì 
rivoluzione, dovrà esser dato il sito, e la forma della sua cur- 
va generatrice in un piano di sito ( pr. 46. ) , che suppon- 
gasi esser quello , che passando per 1’ asse della proposta 
superficie curva è parallelo al piauo di projezione verticale ; 
ed una tal curva sarà perciò identicamente rappresentata in 
projezione su quest’ altro piano dalla p'd'i/'. Ciò premesso : 
Cas.1 .Suppongasi primieramente, che la projezione data c 
di quel punto, eh’ esiste nella proposta superficie di rivoluzio- 
ne , si ritrovi nel piano di projezione slesso ov’è il punto a, 
cioè nel piano orizzontale, e che si cerchi 1’ altra projezione 
di esso sul piano verticale. Si unisca la ac, e col centro a in- 
tervallo ac si descriva il cerchio ede , che interseghi iu d la 
retta ad parallela alla LM : egli è chiaro, che le verticali e- 
lcvate da’ punti c, d debbano- incontrare la superficie di ri- 
voluzione proposta in punti ugualmente alti sul piano di pro- 
jczionc orizzontale ; che perciò sarà lo stesso il cercar l’al- 
tezza di ciascun punto d’ incontro della verticale , che parte 
da c colla superficie data , che quella degli altrettanti punti 
ne’ quali tal superficie è incontrata dalla verticale che parte 
da d. Or per adempiere a ciò si abbassi da d sulla LM U 
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perpendicolare dD'd', sarà D ’£ la projezione verticale della 
poc’ anzi delta perpendicolare condotta da d ; che perciò la 
projezione corrispondente di ciascuno di que’ punti d’ in- 
contro dovrà cadere nella D ’d! : ma tal projezione dee tro- 
varsi anche nella curva p’d’q ' , perchè tutt’ i punti della ge- 
neratrice della superficie proposta esistente nel piano verti- 
cale condotto per a d debbono esser projettali nella curva 
p’d'q ' . Laonde il punto d' ove la D 'd ' intersega la curva 
p'd'q’ sarà la projezione di quel punto ove la proposta super- 
ficie di rivoluzione è incontrata dalla vcrlicale condotta da 
d -, e perciò D 'd' rappresenterà l’ altezza orizzontale del me- 
desimo. Ma la stess’ altezza orizzontale ha pure , come si c 
d etto , 1’ altro punto della superficie projettato in c su que- 
sto piano di projezione . Adunque la projezione verticale di 
esso verrà dinotata dall' intersezione c' della ]>erpendicolare 
indefinita cCV abbassata da c sulla LM , e della parallela 
d’f alla LM condottale per d'. 

('<AS.2.Che se al contrario fosse data la projezione verticale 
c', e si cercasse 1’ altra sul piano orizzontale cui è perpendi- 
colare T asse della superficie proposta : si ottcrebbc l’ inten- 
to, tirando per c' 1’ ordinata d 'cf' alla curva p'd'q', che rap- 
presenta la projezione verticale della generatrice di tal super- 
ficie , allorché nel generarla si trova in sito parallelo al pia- 
no verticale ; indi descrivendo col centro a , e col raggio 
uguale a d'/ v , il cerchio ede , ed abbassando da c' sulla LM 
la perpendicolare indefinita r'C'cc: l'altra projezione cerca- 
ta sarebbe uno di que’ due punti c,c ove tal perpendicolare 
intersega la circonferenza di quel cerchio . 

140. Con. Dalla costruzione del precedente problema si 
rileva anche in qual modo data una sola projezione di un 
punto esistente in una data superficie di rivoluzione intorno 
ad un asse verticale , si possa determinare il cerchio, che si 
descriverebbe da un tal punto , nel rivolgersi che farebbe la 
curva generatrice intorno all' asse. 
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~ CAPITOLO Vili. 

# . . , 

jpe’ MARI TÌNGENTI LE SUPERFICIE CURVE , B DELLE NORMALI 
4P ESSE } E SPECIALMENTE DI QUELLI TANGENTI LE SUPERFI- 
CIE C1LINDDICSE , E CONICHE 


*4 1 .Def.xviii.Ub piano si-dirà tangente una su,* 
perfide curva, se nel luogo dell’i acontro non la sega. 

442. Cor. Adunque potrà esso segarla altrove. 

443. Scol. Se pel luogo del contatto si facciano passare 
quanti si vogliano piani seganti la superficie curva ; que- 
sti produrranno io essa delle sezioni, che avranno per rispet- 
tive tangenti le rqlte risultanti per sezioni corrispondenti nel 
piano tangente. Poiché altramente, s? tali rette non risultas- 
sero tangenti a quelle sezioni , anche il piano tangente se- 
gherebbe queste, e però ancora la superficie curva in etti q- 
sistonp. 

144. Co», i. Adunque tutte le tangenti alle sezioni pro- 
dotte da piani seganti in una-superficie curva , in un punto 
di essa, debbono giacere in uno stesso piano , eh' è quell* 
il quale tocca la superficie in quel punto . • 

445. Cor. 2. E però assegnando il sito delle tangenti due 
qualunque sezioni prodotte in una superficie curva per un 
punto di essa , si verrà a determinare il piano tangente Ir 
medesima per tal punto. Adunque j 

PRINCIPIO FONDAMENTALE. - 

1 46. Si otterrà il piano tangente urta superficie 
curva qualunque, per un punto di essa, assegnali* 
do le tangenti in tal punto la direttrice , e genera* 
trice della medesima. 
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Ed un tal problema potrà costruirsi geometricamente , o 
descrittivamente, secondo che geometrica , o in modo pura- 
ineate descrittivo possa eseguirsi la soluzione del problema 
eli assegnar le tangenti a quelle curve. • 

147. Cor. Nelle superficie coniche, « cilindriche, la tau- 
geutela generatrice in qualsivoglia punto della superficie è 
la generatrice stessa; e però il piano tangente in un punto di 
esse dovrà incontrarle lungo tutto jl lato, che passa per tal 
punte, e toccarle sempre , mentre le tangenti le sezioni pa- 
rallele alla direttrice, ohe sono curve simili (lem. 2.'), ne’ pun- 
ti ove incontrano un tal lato, risultano parallele tra loro. 

E da ciò vedesi aver queste superficie una sola curvatura, 
ed esser però sviluppabili, come sarà mostrato ia appresso. 

148. Def.xix. Due, opiù superficie curve si di- 
ranno tangenti vicendevolmente , se nei hiogo del 
contatto esse abbiano lo stesso piano tangente . 

140. Cor. Ed è chiaro, che due superficie curve le quali 
ù tocchino possano in altro lor luogo ialersegarsi. 

150. DEF.xx.La normale ad una superficie cur- 

va è la perpendicolare al piano tangente nel luogo. 
4el contatto. .. . • ' 

151. Scoi. Siccome la tangente di una linea curva si ha 
come i] prolungamento dell’ archetto di essa , cosili piano 
tangente una superficie curva si può avere come il prolunga- 
mento deli elemento della superficie nel luogo del contatto. 
Quindi la normale a quel piano tangente sarà anche normale 
ali elemento della superficie curva . Da che risulta essere il 
problema defila «ormalo ad una superficie curva , in un dato 
punto di essa, un corollario di quello del piano tangente per 
“tal punto , e dello scòlio ài n. 88. - 


Digitized by Google 



Geometria di Sito 


77 


PROPOSIZIONE LI. 

MOBLEMA. 

i 5 j . Tirare un piano tangente una superficie ci- 
lindrica data di sito , per un punto dato in essa. 

Siero ai , a'b' [ flg.35."] le projezioni di quella retta cui 
è costantemente parallela la generatrice della proposta super- 
fìcie cilindrica , e questa abbia per traccia sul piano della 
projezione ab la curva pdq ; e sia c laprojezione su qnesto 
piano stesso del punto dato nella superficie proposta. 

Si tiri per c la retta cd parallela alla a b ; dinoterà que- 
sta cd , com’ è chiaro , la projezione orizzontale di quel la- 
to della superficie cilindrica in cui si trova il punto dato , e 
l' incontro d di essa parallela colla curva pdq dinoterà il 
punto delle direttrice , cioè della traccia pdq , donde parte 
un tal lato . Or il piano tangente una tal superficie nel pun- 
to dato , dovendo toccarla in tutta 1' estensione di un tal la- 
to ( 'n.147 .) , dovrà necessariamente incontrare il piano del- 
la traccia pdq nella retta d K', che tocca in d questa curva . 
Adunque sarà tal retta la traccia del piano tangente cercato 
sul piano di projezione della traccia pdq . E costruendosi 
l’altra projezione del punto dato ( pr. 47. ) , si potrà facil- 
mente esibire V altra traccia di un tal piano (pr.23.), il qua- 
le resterà perciò determinalo (pr.£2.) . 

153. Scol. S e la retta cd avesse incontratala traccia pdq 
della superficie cilindrica in più punti , altrettanti sareb- 
bero i lati di questa ne’ quali poteva trovarsi quel punto da- 
to per la sola projezione c ; che perciò altrettanti piani tan- 
genti si sarebbero potuti condurre a tal superficie in questo 
raso , ognun de'qnali avrebbe avuto per sua traccia nel piano 
della projezione c la tangente corrispondente alla curva pdq. 
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PROPOSIZIONE LIl. 

PROBLEMA. 

1 54. Tirare un piano tangente ad una superficie 
cilindrica data di sito , per un punto dato fuori di 
essa . 

Rappresenti pdq [fìg-37.] la traccia della data superficie 
cilindrica , e sieno ab , a'b' le projezioni di quella retta cui 
è costantemente parallela la generatrice di essa , c c, c , le 
projezioni del punto dato , per le quali si tirino le cf, c'¥\ 
parallele alle ab , a'b' rispettivamente ; saranno queste c f , 
c' F' le projezioni di quella retta, che dal punto dato si con- 
duce parallela alla generatrice della superficie cilindrica 
proposta (prop.37.) . Or una tale retta , com’ è chiaro , de- 
ve esistere nel piano cercato ; che perciò la traccia di que- 
sto sul piano della pdq dovrà passare per lo punto f, in do- 
ve questo piano di projezione è incontrato da quella paralle- 
la. Ma una tale traccia deve anche esser tangente alla traccia 
pdq della superficie cilindrica. Adunque essa sarà la fd K', 
clic per lo punto f si lira tangente alla curva pdq . E la trac- 
cia di un tal piano tangente sull' altro di projezione si esibi- 
rà per mezzo della prop. 23. 

Volendosi inoltre determinare le projezioni della linea di 
contatto di questo piano tangente colla superficie cilindrica, 
è chiaro, che una delle projezioni di questa si otterrà tirando 
per d la de parallela alla ab , e l’altra coll’ esibire la proje- 
zionc D' del punto d sull'altro piano di projezione , c tiran- 
do poi per questa la D V parallela alla a'b'. 

^ 155. Scol. Se più tangenti si potessero condurre dal pun- 
to f alla curva pdq , altrettanti sarebbero i piani tangenti ad 
essa , che gli si potrebbero coudurre pel punto dato; c cia- 
scun di questi avrebbe per sua traccia sul piano della pdq 
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una <li tali tangenti , c la traccia corrispondente si deter- 
minerebbe per mezzo della citata prop. 23. Clie se poi niu- 
na tangente si possa condurre dal punto f alla curva pdq , 
come avverrebbe per un esempio in taluni casi della curva 
pdq , che fosse un iperbole conica ; allora niun piano tan- 
gente si potrà condurre alla superficie cilindrica proposta dal 
dato punto fuori di essa . 

£ da ciò resta pienamente determinato il precedente pro- 
blema . 


FROPOSIZIONE tm. 

PROBLEMA. 

l56. Tirare un piano tangente una superfìcie ci- 
lindrica data di sito , il qual sia parallelo ad una 
linea retta di sito. 

Sieno eh , c'h' [ flg.38. ] le projezioni della retta di sito 
cui dee esser parallelo il piano tangente una superficie cilin- 
drica , che abbia per sua traccia nell’ un de’ piani di proje- 
zione la curva pdq, e per retta cui serbasi costantemente 
paiallela la sua generatrice quella delle projezioni ab, a'b'. 

Si faccia passare per la retta data di sito il piano paralle- 
lo alla retta , che ha per projezioni le ab , a'b' ( pr.39 .) , e 
sia fi la traccia di questo piano su quello di projezionc della 
curva pdq. E chiaro che il piano tangente cercalo dovrà es- 
ser parallelo al precedente, c quindi incontrare il piano del- 
la curva pdq in una retta tangente a questa, e parallela alla 
fi. Laonde si avrà la traccia di tal piano tangente, su quel- 
lo di projezione ov’ è la curva pdq , tirando a questa la tan- 
gente kd K' parallela alla fi : e tirando per K' la retta K'À' 
parallela all’ altra traccia N 'q del piano che si è condotto 
parallelo alla generatrice della superficie cilindrica proposta , 
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tma tal parallela K 'k ' , sarebbe 1’ altra traccia del piano tan- 
gente cercato ( pr. 38 ). 

157.Scol. 1.L’ operazione grafica di tirare la tangente pa- 
rallela ad una retta di sito data nel piano di essa , si esegue 
per mezzo del noto strumento detto parallelismo , adattaudo 
una delle righe di esso lungo la retta di silo, o altra qualun- 
que , che le sia parallela , ed allontanandone 1’ altra riga , 
finché rada a toccare la curva proposta ; il che non potendo 
avvenire il problema sarchile impossibile . E nel caso clic la 
curva fosse definibile, dalla natura della medesima potrà ri- 
cavarsi la geometrica costruzione del problema. 

1 58. Scol. ‘2. E per tal' modo si potrà condurre la tangen- 
te ad una curva, che s' inclini ad una qualunque retta di si- 
to nel piano di essa , in un dato angolo. 

Imperocché costituiscasi ad un punto F [ flg.39] della ret- 
ta di sito DE l'angolo GFD uguale al dato 11; la tangente BlI 
la curva data BAC parallela alla GF soddisfarà al quesito . 
Ed è chiaro che queste possano essere ancor due, come due 
sono le rette GF , che con la FD comprendono angoli uguali 
ad R; e talvolta clic risulti insuscettivo di Soluzione il pro- 
blema, come avverrebbe nell’ iperbole , se la retta di silo ne 
fosse I’ asse primario , e 1* angolo dato quello, che da que- 
sto può comprendersi con un diametro qualunque. 

PROPOSIZIONE LIV. 

PROBLEMA. 


i5q. Tirare ad una superficie cilindrica un pia- 
no tangente , che s’ inclini all’ orizzontale in dato 
angolo. 

Per la retta cui è costantemente parallela la generatrice 
della superficie cilindrica proposta , che potrà anche essere 
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un lato qualunque di questa, le cui projezioni sieno rispetti- 
vamente [ (ig-40 . ] si faccia passare il piano t/A'6% 

che s’ inclini all’ orizzontale nell angolo dato R (pr. 11.) ; 
indi si conduca alla direttrice pdq della superficie cilindri- 
ca , eh’ è nel piano orizzoutale, la tangente hk parallela alla 
traccia orizzontale A ’d di quel piano {sc.1 .pr.53.) ; è chia- 
ro esser questa la traccia corrispondente del piano tangente 
cercato. E la traccia verticale si esibirà prodiiceudo la hk fi- 
no ad incontrare in 11' la LM , c tirando per II' la H'A' pa- 
rallela alla A 'b' traccia corrispondente del piano b' A d. 

160. Scol. Si vede , che il problema avrà tante soluzioni, 
per quante tangenti parallele alla A ’b potranno condursi al- 
la curva pdq ; e nel caso , che alcuna non ve ne corrispon- 
da , il problema sarà impossibile. 

PROPOSIZIONE LV. 

PROBLEMA. 

161 .Tirare un piano tangente una superficie co- 
nica data di sito , per un punto dato in essa. 

La soluzione di questo problema è identica a quella del già 
risoluto nella prop.51.; e solamente conviene avvertire, che 
le projezioni de’ lati di questa superficie , comò già noto , 
debbono passare tutte perle corrispondenti projezioni del 
vertice del cono dato. 
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PROPOSIZIONE I-Vl. 

PROBLKMA. 

i6a. Tirare un piano tangente una superficie eo- 
lica data di silo , per un punto dato fuori di essa . 

Anche la soluzione di questo problema si può condurre 
nel modo stesso , che quella della prop. 52. 

PROPOSIZIONE EVIE 

riOBLF.MA. 

i63.Tirare un piano tangente una superficie co- 
nica data di sito, il quale sia parallelo ad una ret- 
ta anche data di sito . 

Per lo vertice del cono si tiri una retta parallela alla data 
( pr. 37. ) ; e poi per lo punto ove questa parallela incon- 
tra il piano di proiezione della traccia della superficie coni- 
ca ( pr. 16. ) , se ciò avviene , si tiri la tangente a questa 
traccia : una tal tangente sarà la traccia corrispondente del 
piano tangente cercato . E 1’ altra traccia si otterrà produ- 
eendo la già avuta fino ad incontrarla comune sezione de pia- 
ni di projezione , e congiugnendo un tale incontro con la 
projezione corrispondente del vertice del cono . 

Che se poi quella parallela non incontri il suddetto piano 
di projezione , si avrà la traccia su questo del piano tangen- 
te cercalo , tirando alla traccia della superficie conica una 
tangente parallela alla proiezione corrispondente della retta 
condotta dal vertice suo parallela alla data , o anche a dirit- 
tura a quella di questa . 

E 1’ una , c 1’ altra cosa comprendonsi abbastanza da lo- 
ro stesse . 
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PROPOSIZIONE L Vili . 

PROBLEMA. 

i64.Tirare un piano tangente una superficie co- 
nica data di sito , il quale s’ inclini al piano oriz- 
zontale in un dato angolo. 

Al punto a' [ fig . 41. ] , proiezione verticale del vertice 
della superficie conica proposta , costituiscasi con la retta 
a' A' , uguale all'altezza orizzontale di tal vertice , l’ angolo 
A'a'B' quanto il complemento del dato R ; indi col centro t ’i , 
proiezione orizzontale del vertice suddetto, e col raggio A'B' 
si descriva il cerchio ab ; è chiaro esser questo la base di 
un altro cono del vertice stesso del proposto , tal che ogni 
piano tangente la sua superficie inclinasi all’ orizzontale nel- 
P angolo dato R ; e però dovendo tra questi esistere ancor 
qnello che cercasi , è chiaro , che la traccia orizzontale di 
esso olterrassi, tirando la tangente comune db alla traccia o- 
rizzontale pdq della superficie conica proposta, ed al cer- 
chio ab base del cono retto descritto : c passando nn tal pia- 
no pel vertice del cono , ne sarà anche data la traccia verti- 
cale corrispondente (j>r.23 .) : che però rimarrà pienamente 
determinato. 

Ed è manifesto , che tanti piani tangenti con la condizio- 
ne proposta polranno aver luogo, quante saranno le tangenti 
comuni bd a quelle due curve ; e che il problema risulterà 
possibile ne’ casi , che il sia questo di riduzione per esso . 
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CAPITOLO IX. 

nr.’ pia ni tangenti ir. «rvEnriciE cnnvr. di «ivmniOKP. 
COSTANTE , E SPECI AI. MENTE IE SFEEICME. 


PROPOSIZIONE L1X. 

nontiA. 

% 

i f.r>. Tirare un piano tangente una superficie di 
rivoluzione, il cui asse si supponga perpendicolare 
ad uno de’ piani di projezione, per un punto dato 
in essa. 

Sia a [ pg. 36. ] la proiezione dell’ asse delle superficie 
data sul piano di projezione cui esso c perpendicolare , che 
prendasi per 1’ orizzontale , A 'a' la corrispondente proiezio- 
ne verticale, p'd' q la proiezione della generatrice di tal su- 
perficie nella posizione in cui è parallela al piano della A V , 
la quale sarà perciò una curva identica a tal generatrice . 
Finalmente sia c la projezione orizzontale del punto del con- 
tatto , e c' dinoti la corrispondente projezione verticale di 
esso, la quale siesi determinala costruendo la superficie pro- 
posta ( pr. PO ) . 

Or il piano tangente cercato dovendo esser quello , che 
passa per le tangenti condotte in questo punto dato al cer- 
chio orizzontale , che passa per esso (146.) , ed alla gene- 
ratrice verticale della proposta superficie curva , dovrà la 
sua traccia orizzontale incontrare la ac , traccia corrispon- 
dente dal piano verticale in cui esiste la poc’anzi detta ge- 
neratrice, in quel punto ove essa oc è incontrata dalla tangen- 
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te della generatrice stessa nel punto del contatta dato : e di 
più siccome il raggio di quel cerchio , che va al punto del 
contatto è parallelo alla ac-, e la tangente un lai cerchio nel 
punto stesso è orizzontale, e quìudi parallela alia traccia o- 
rizzontale del piano tangente cercato ; perciò. 1’ angolo , che 
quelle due rette comprendono nel punto del contatto, dovrà 
esser uguale a quello della ac colla traccia orizzontale di un 
tal piano tangente (4Q.El.XI.'). Laonde questo sarà retto al 
pari di quello . Non resta dunque a far altro , per esibire una 
tal lraecia,che a. determinare il punto ov'essa incontra la oc. 
Per ottenerlo basta riflettere, che la generatrice della super- 
ficie proposta esistente nel pieno verticale che passa per a c, 
ed il punto dato in essa hanno rispetto all’ asse , ed alla a a 
identico sito a quello, che ha la curva p'd’q' , che dinota 
tal generatrice nel piano verticale di projezione, e 1 punto d', 
rispetto alla A 'a', ed alla A'M : che perciò, se per lo punto 
d' si tiri la tangente d'IV alla curva p'd'if la retta A'H' dir 
noterà la distanza dal punte a , alia quale la tangente della 
generatrice della proposta superficie curva, che passa per la 
punto dato in questa, incontra la ac . Laonde tagliando sulla 
ac la ah uguale alla A'H', ed elevando da h alla ah la per- 
pendicolare h K' , sarà questa la traccia orizzontale del pia- 
no tangente richiesto . E la verticale si otterrà col mezze 
della prop. 23. 

166. Se la superficie di rivoluzione fosse quella di upa 
sfera , il presente problema si ridurrebbe a tirare pel pun- 
to dato in essa un piano perpendicolare al raggio, che va al 
contatto , E la costruzione di esse a quella della prop. 3‘i. 
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PllOPOSIZlONK LX. 

TEOREMA. 

) 67 .Condurre per una retta di sito un piano, che 
tocchi una superficie sferica data. 

Prendasi per 1’ un de’piani di proiezione quello cui è per- 
pendicolare nel punto /' la retta data [ ftg.42.~\ , la quale a- 
vrà, per conseguenza, per sua projezione sull'altro piano di 
projezione la perpendicolare indefinita Y'f' , abbassata dal 
punto /'sulla LIVI. Sieno inoltre a, a' le projezioni del centro 
della sfera , ed il cerehioprfc la projezienc della stessa sul 
piano cui si è supposta perpendicolare la retta data : un tal 
cercbio dinoterà anche la traccia, su questo stesso piano, di 
una superficie cilindrica circoscritta alla sfera data , la cui 
generatrice sia una retta parallela alla data ; ed il piano tan- 
gente dimandato sarà, coni' è chiaro, quello stesso , che per 
un punto qualunque della retta data si condurrebbe a questa 
superficie cilindrica, cioè avrà per sua traccia sul piano del 
cerchio pde la tangente fd , che dal punto f si conduce a 
questo cerchio; e 1’ altra traccia sarà la perpendicolare K ’k' 
elevata alla LM nel piano verticale , dal punto K' , ov’ essa 
è incontrata dalla fd . 

168. Scol. La soluzione del presente problema si vedrà 
tra poco compresa , come un caso particolare, in quella del- 
la prop. 65. 
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LEMMA. I. PROBLEMATICO. 

169. Dati in un piano due cerchi di grandezza , e di sito y. 
condurre ad essi la tangente comune. 

ANALISI GEOMETRICA. 

Sia DQ [pg-43.] una tangente comune a’due cerchi PDE, 
QGH, dati come poc’anzi si è detto; tirati i raggi AD, BQ 1 
a’puoti de contatti, risulteranno simili i triangoli ADK,BQK; 
e quindi starà AD : BQ :: AK : KB. Laonde sarà dato nel- 
la congiungente AB de’ centri de’ cerchi dati il punto K,pet 
quale deve passare la tangente comune ad essi . 

COMPOSIZIONE GEOMETRICA. 

Si prenda nella AB il punto K in modo, che stia AK : KB 
:: AD : BQ , e per K si tiri la tangente all'un cerchio ; que- 
sta dovrà toccare anche l'altro. 

La dimostrazione è chiara dalta costruzione. 

170. Scol. È facile rilevare dalla soluzione del preceden- 
te problema , che nella congiungente AB i centri de' cerchi 
dati esistano due punti K diversi, da ciascun de'quali si può. 
condurre ad essi cerchi la tangente comune: ed un di questi 
punti è tra i centri A , B , l'altro nella AB prolungata dalla 
parte del cerchio minore. E comechè per ognuno di tali pun- 
ti posson condursi ad un cerchio due tangenti ; risulteranno 
perciò quattro le tangenti comuni a’ due cerchi. 
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PROPOSIZIONE LXI. 

PROBLEMA . 

171 . Condurre un piano tangente a due super- 
ficie sferiche date di grandezza, e di sito, e che pas- 
si per un punto dato. 

Dinotino i punti a, a' [fig-44-'] le projezioni del centro di 
una di tali sfere, b,b' quelle del neutro dell a! tra, e c, c le 
projezioni del punto dato . S’ intendano esse sfere segale da 
un piano parallelo a quello delle proiezioni a, b, c , e sieno 
i cerchi pdc , qtjh ( Tritj.pr.l .111. ) le projezioni rispettive 
delle sezioni prodotte da quel piano segante nelle sfere, cjoè 
lo projezioni delle sfere stesse. Ciò posto, si couduca a’cer- 
chi ]><1c, qgh la tangente comune dqk ( lem.pr .) sarà questa, 
coin è chiaro, la projezione della tangente comune corrispon- 
dente in que’cerchi, che sono prodotti nelle sfere dal piano 
segante suddetto ; ed il punto k sarà la projezione sul piano 
ubo di quel punto, ove la poc'anzi detta tangente incontra la 
cougiungcntc i centri delle sfere date , ed il quale può pren- 
dersi come il vertice di quel cono, che viene a generarsi dal- 
la suddetta tangente, se essa concepiscasi rivolgere, insieme 
co’ semicerchi generatori delle sfere esistenti nel piano se- 
gante, intorno alla congiungente i centri di queste : e 1’ al- 
tra projezione di questo vertice nel piano a’b'c' sarà 1' incon- 
tro ideila perpcndicolareindclinita //KV/allaLMcon la ab' 
Or il piano tangente cercalo dee toccare anche una tal su- 
perfìcie coniea, e quindi passare per quel punto, che ha per 
projezione le /•, k', o sia esso piano deve passare per la ret- 
ta di silo, che ha per projezioni le ck, c' k' : che perciò il 
proposto problema si è ridotto al precedente . cioè a tirare 
per tal retta di silo un piano tangente ad una delle sfere date. 

172. Scol. Essendo due in diversa posizione le tangenti 
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comuni, che possonsi condurre a due cerchi ( 162. ), ne se- 
gue , che anche due diverse sieoo le superfìcie coniche cir- 
coscrittibili a dne sfere, una cioè , che le inviluppa in una 
sola superficie conica, l'altra, che le chiude in due opposte: 
e siccome a ciascuna di queste possonsi tirare due piani tan- 
genti ; saranno perciò quattro i piani tangenti due sfere, ed 
i quali passano per un punto dato : e due di essi le tocche- 
ranno da una parte stessa, due altri per versi opposti. 

LEMMA II. 

173. Se in un piano esistano tre cerchi dati di grandezza , 
e di sito , e ad essi , presi due per volta , si tirino le tangen- 
ti comuni ; i tre punti ove. queste concorrono colle rispettive 
congiungenti de’ loro centri , debbono trovarsi allogati in una 
retta di sito. 

Si tiri per c [fig .45.1, centro di uno de’tre cerchi dati, la 
retta cl parallela alla congiungente i centri b , a degli altri 
due , ed una tal parallela si prolunghi fino ad incontrare in l 
la retta f d , che unisce i punii di concorso f,d delle tangen- 
ti comuni a’ cerchi a , b ; b , c, e che è data di sito, poiché 
congiugne i punti f , d dati di silo ( pr.i ,) : sia in fine e il 
concorso delle tangenti comuni a’ cerchi a, c : dico , che un 
tal punto debba trovarsi allogato nella fd. 

S’ indichino con R, R', R" rispettivamente i raggi de’tre 
cerchi, che hanno per centri i punti a, b, c. E perchè deve 
stare R : R a f: f b ( n. 167.) , ed II' : R" :: bd : de , 
cioè :: bf: cl ; sarà , per equalità , R : R" :: af: cl. Ma è 
poi R : R" :: ae : «c : quindi il punto e dovrà trovarsi allo- 
galo nella fd. 
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PROPOSIZIONE LXI1. 
noiuu. 

1 74 «Tirare un piano tangente a tre superfìcie sfe- 
riche date di grandezza , e di sito. 

Pe’ centri a,i,c [ flg.45. ] delle tre sfere date, si concepi- 
sca passare un piano, il quale prendasi per uno di quelli di 
proiezione ; e poi si tirino ad essi cerchi, presi a due a due, 
le tangenti comuni, le quali concorrano con le rette, che con- 
giungono i loro centri rispettivamente , in f, e, d ; sarà data 
di sito la retta fed , che passa per essi ( lem. prcc.). E per- 
chè ciascuna di quelle tangenti rivolgendosi insieme co' dua 
cerchi che tocca intorno alla congiungente de’ centri di que- 
sti , descrive uni superficie conica tangente le sfere da essi 
cerchi descritte , si verrebbero perciò in tal rivoluzione a 
descrivere tre coni circoscritti alle tre sfere date , ed a cia- 
scun de’ quali verrebbe ad esser tangente il piano , che deve- 
toccar le sfere ; che perciò un tal piano dovrà passare pe’ lo- 
ro vertici, e quindi per la retta di sito fed . Laonde il pro- 
posto problema si è ridotto all'altro di, condurre per la ret- 
ta di sito fed ua piano tangente ad una di quelle tre sfere. 

175. Scol. Poiché , come fu detto al num. 170 , a due 
cerchi possonsi condurre due tangenti comuni in diversa po- 
sizione; saranno perciò sei que punti in dove le tangenti con- 
dotte a tre cerchi , presi due per volta , incontrano le rispet- 
tive congiungenti de’ loro centri f c , d, h, k, g, e questi pre- 
si a tre a tre nel seguente modo, cioè f,e,d % , f,k,g ; e t k,h\ d, 
g,h , si troveranno allogati nella stessa retta di sito, ciò è fed 
pe’tre primi , ed fkg, ekh, dgh per gli altri rispettivamen- 
te. Laonde il proposto problema resterà sempre risoluto per 
qualunque di queste quattro rette si conduca un piano tangen- 
te ad una delle tre sfere date. E siccome per una retta si pos- 
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sono condurr» ad una sfera due piani tangenti ; perciò sa- 
ranno otto diversi i piani tangenti tre sfere date , de’ quali 
però due , cioè quelli che passano per la retta fed , toccano 
le sfere tutte tre da una stessa parte ; mentre ciascuno de’ri- 
manenti tocca sempre due sfere da una parte, e la terza dal- 
la parte opposta, come facilmente si ravvisa. 

LEMMA III. PROBLEMATICO. 

176. Assegnare su di un piano di sito la traccia di una su- 
perficie cilindrica , con la generatrice parallela ad una ret- 
ta di sito , circoscritta ad un altra di rivoluzione ancor data , 
con l’ asse perpendicolare a quel piano. 

Lo stesso per una superfìcie conica col vertice dato. 

PARTE I. PEB LA SUPERFICIE CILINDRICA. 

Il piano dato di sito prendasi per quello di projezione o- 
rizzontale, ed il verticale di projezione passi per l’asse AA' 
[fig 46.] della superficie di rivoluzione, ed abbia la sua trac- 
cia orizzontale, cioè la comune sezione LM de piani ortogona- 
li di projezione, parallela alla projezione orizzontale de della 
retta alla quale è costantemente parallela la generatrice della 
superficie cilindrica proposta, di cui la corrispondente proje- 
zione verticale sia la d' E' . Sia inoltre la curva BAC la ge- 
neratrice della superficie di rivoluzione , nel piano verticale, 
intorno all’ asse AA' , e ad essa tirisi la tangente FG' paral- 
lela alla d‘ E' , che incontri la LM in G' ; rappresenterà que- 
sta quel lato della superficie cilindrica proposta , che la toc- 
ca in F , nella generatrice AFC , e G' ne sarà un punto del- 
la traccia orizzontale. 

Or prendasi nella curva AFC, prossimamente ad F, un altro 
punto P , pel quale le si tiri la tangente PQ , e dal punto Q 
ove questa incontra 1’ asse indefinito A' A si tiri la QK paral- 
lela alla FG', che incontri 1’ ordinata HP pel punto P in K ; 
il qual punto , come apparisce dalla costruzione; che segue , 
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dovrà cadere ai di fuori delia curra AFC, e per tal modo si 
vedrà se doveva esso venir preso al di sotto , o al di sopra 
dell’altro F. E evidente , che nel rivolgersi la curva AFC 
intorno ad AA' , per generar la superficie di rivoluzione , la 
tangeute QP vi genererà una superficie conica , tangente la 
data di rivoluzione nel cerchio del raggio PH ; ed il piane 
tangente una tal superficie conica condottole per QK , sarà 
anche tangente quella nel punto R , ove la tangente condot- 
ta da K al cerchio del raggio PH incontra questo : ed il la- 
to della superficie cilindrica proposta , pel punto K , do- 
vendo esistere in tal piano ( n. 144. ) , ed esser parallelo 
alla retta di sito , si costruirà nel seguente modo. Il punto 
P si projetti orizzontalmente in P', e l’altro K in K' , e de- 
scrivasi col centro A', e col raggio A'P' il cerchio P'r , cui 
si tiri da K' la tangente K'r ; saranno quel cerchio , e que- 
sta tangente le identiche projezioni del cerchio pel punto P, 
e della tangente esso per K : ed il punto r sarà però la pro- 
iezione orizzontale dell’ altro R , per dove passava il suddet- 
to lato della superficie cilindrica ; e la corrispondente pro- 
iezione verticale di quel punto sarà 1 incontro r della HP 
con la perpendicolare indefinita rRV abbassata da r sulla 
LM. Adunque 1’ una delle projezioui di quel lato sarà la r'T' 
parallela tirata per r' alla d’ E', e 1’ altra la parallela rt tirala 
per ralla de ; c l’incontro t di esso lato col piano orizzonta- 
le risulterà determinato . 

Nel qual modo determinando gl’ incontri di altri lati co» 
tal piano ; là curva condotta per essi, e pel primo punto de- 
terminato G', sarà la traccia cercata. 

PARTE II. , PER LA SUPERFICIE CONICA. 

11 piano di proiezione verticale passi per l’asse AA 
della data superficie di rivoluzione , e pel vertice S del co- 
bo circoscrittole, di cui ne saranno due lati, che toccheranno 
quella nella curta AC , le tangenti SF, S1‘, che da S si eoa 
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dorranno a questa ; ed i loro incontri con la LM saranno due- 
punti della traccia orizzontale richiesta . £ tutta la costru- 
zione procederà come nella parte precedente, se non che, in- 
▼ece di tirare per gl’ incontri Q delle, tangenti la curva BAC 
con 1’ asse indefinito A A' le parallele alla projezione vertica- 
le della retta di sito, converrà congiugnerli col punto S ver- 
tice della superficie conica . Ed ottenuti col procedimento 
suddetto i punti R di contatto della superficie conica generata 
da QGH con quella di rivoluzione , i lati corrispondenti a’ 
punti stessi dell’ altra superficie conica richiesta avranno 
per projezione le congiungenti le projezioni r, r del punto 
R con le corrispondeuli projezioni S , S' del punto dato. 

177. Con. Dalla precedente costruzione si rileva , che la 
curva condotta pel punto F', e per tutti gli altri punti r sia 
metà della proiezione orizzontale di quella di contatto del- 
ia superficie cilindrica , o conica con quella di rivoluzione , 
esistendone 1’ altra metà identica , e facilissima a descriver- 
si , dalla parte posteriore della LM : e che 1’ altra curva 
condotta pe’punti F, r', r',.. . ne sia la corrispondente proje- 
zione verticale ; ond’ è che una tal curva di contatto rimarrà 
anche assegnata. 

178. Scot. Se mai , per la parte I , si potranno condurre 
due tangenti alla curva BAC , parallele alla d' E', c per la 
parte II , che cadano in essa dal punto S, si otterranno due 
punti di contatto per volta della superficie cilindrica, o co- 
nica con quella di rivoluzione , e però due lati di ciascu- 
na di esse , che si vedrà involgere , e comprendere intera- 
mente la superficie data di rivoluzione ; e la traccia oriz- 
zontale della superficie cilindrica , o conica risulterà quin- 
di una curva chiusa. Che se una sola sia la tangente , un sol 
lato si avrà per volta , e la traccia risulterà una curva i cui 
rami non ritorneranno a riunirsi . Finalmente se alcuna tan- 
gente , o nel principio della costruzione , o nel prosegui- 
mento di essa non possa condarsi alla curva generatrice del- 
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la superficie di rivoluzione con le condizioni assegnate , si 
rileverà da ciò , che co’ dati proposti non era possibile il 
problema , o pure , che la superficie cilindrica , o conica 
debba arrestarsi in quel luogo , ove la costruzione comincia 
a rendersi ineseguibile. 

PROPOSIZIONE LXIII. 

PBOBLEMA. 

179. Condurre per una retta di sito un piano 
che tocchi una data superfìcie di rivoluzione. 

L’ asse della superficie di rivoluzione stabiliscasi per- 
pendicolare al piano orizzontale ; e determinala su questo 
la traccia della superficie cilindrica ad essa circoscritta, eoa 
la generatrice parallela alla retta di sito (lem.prcc.p.1 .) ; il 
problema si vedrà ridotto a tirare, pel punto d’ incontro del- 
la retta di sito col piano orizzontale, la tangente alla traccia 
assegnata della superficie cilindrica ; sarà questa tangente la 
traccia orizzontale del piano tangente cercato . Ed assegnato 
l’incontro della retta disilo col piano verticale di projezione; 
la congiugnente un tal punto con quello, ove la traccia oriz- 
zontale incontrava la comune sezione de' piani ortogonali , 
darà la traccia verticale del piano tangente richiesto . 

180. La soluzione avrebbe potuto egualmente effettuarsi, 
circoscrivendo alla superficie data di rivoluzione una super- 
ficie conica, avente per vertice un punto qualunque della ret- 
ta data di sito (lem.prec.p.2.). 
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PBO POSIZIONE LXIV. 

moii.EM* . 


181. Tirare ad una superficie di rivoluzione , 
con 1’ asse verticale, un piano tangente parallelo ad 
un piano dato. 

Sii n [fig. 48 . ] la projezione orizzontale dell' asse della 
superficie data, A 'a la verticale, p'd'q' la projezione della 
generatrice di tal superficie, nella posizione in cui è paralle- 
la al piano verticale di projezione , che sarà perciò una cur- 
va identica a tal generatrice . Finalmente sieno E'f , E'/Me 
tracce di quel piano cui deve esser parallelo 1’ altro , che si 
vuol tirare tangente alla superficie proposta. 

Si supponga passare per 1 ’ asse della superficie data un 
piano perpendicolare al dato f'E’f', un tal altro piano avrà 
per sue tracce la gaW perpendicolare alla E ’f, e la H'A' per- 
pendicolare alla LM , ed interscgherà il piano f E'/' , ed il 
piano tangente, che si cerca, in due rette parallele tra loro j 
vale a dire , che la tangente la generatrice della proposta 
superficie curva, in quel punto ov’ essa è incontrata dal piano 
tangente, che vuol tirarsi, deve essere parallela alla comune 
sezione de’ piani fEf ' , gWh' ; e 1’ asse della superficie pro- 
posta dovendo incontrare il piano dato nella comune sezione 
di questa con l’altrot/H'A'; la projezione di tal punto d’incon- 
ere snl piano della p’d'q' dovrà essere il punto b', ove s’in- 
tersegano la projezione A 'a di quell'asse, e 1’ altra della co- 
mune sezione suddetta , la quale si determina facilmente , 
eome nella prop. 28. 

Or si concepisca quel piano verticale condotto per l’ asse 
rivolgersi intorno a questo, fintantoché divenga parallelo al- 
I’ altro di projezione verticale > cioè finché la sua traeeia 
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gaii' divenga ak, parallela alla LM ; in tal caso tutto quello 

cb’è in esso segnato, cioè la curva generatrice della superfi- 
cie proposta , la comune sezione di esso col piano dato, e la 
tangente la suddetta curva parallela a quella comune sezio- 
ne, avranno un identico sito alle loro proiezioni sul piano di 
projezione verticale : che perciò, se col centro a, intervallo 
ttg si descriva 1’ arco gk , il punto k darà il luogo ove la co- 
mune sezione de’ piani f'E'f ' , g\V.k' incontra il piano oriz- 
zontale di projezione, allorché il piano gìl'h' passa nel nuo- 
vo sito ; e se un tal punto k si projetli in K', congiunta la 
K ’k! sarà questa la projezione verticale di quella parte di tal 
comune sezione , eh' è interposta tra I’ incontro di essa col- 
1’ asse della superficie data, c '1 punto k. £ da quello che si 
è detto, la Y/b' rappresenterà anche la vera posizione di tal 
retta, per rapporto alla curva generatrice della superi! eie pro- 
posta. Laonde se alla curva p'd’q si tiri la tangente F'rf/'pa- 
rallela alla K 'b' , questa dinoterà la tangente alla curva pro- 
posta, nel luogo ov’cssa è incontrata dal piano tangente cer- 
calo , cioè sarà d' il punto di contatto ; che perciò projel- 
tandosi il punto d sulla a k , e poi descrivendosi un cer- 
chio col centro a intervallo ad ; il punto c ove la circonfe- 
renza di questo cerchio intersegherà la gali' , rappresente- 
rà la projezione orizzontale di quel punto di contatto di cui 
la projezione verticale sarà il punto c', ove incontransi la pa- 
rallela alla LM tiratale per d', e la perpendicolare abbassa- 
tale da c. Ed il problema presente si sarà ridotto all’altro 
risoluto nella prop. 59. 

A L1T E R. 

182. Fatta la stessa esposizione di dati del problema , 
che nella precedente soluzione, si determini l’angolo R [/ìg. 
48. ] in cui inclinasi il piano dato /'£'/’ all’ orizzontale (j*r. 
36) ; indi alla curva p'd’q si tiri la tangente F'd7',che s’in- 
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clini alla LM nell'angolo d'F'M uguale ad R , ed essa incon* 
tri la A 'a' in a'. Sarà un tal punto la projezione verticale del 
vertice A della -superfìcie conica circoscritta alla proposta 
di rivoluzione intorno all’ asse ha , di cui ciascun lato in- 
clinisi all orizzontale nell’ angdlo R, e la cui base su questo 
piano sarà il cerchio nrn , descritto col centro a prelezio- 
ne orizzontale di quel vertice , c col raggio A'F'; la quale è 
però il luogo geometrico di lutt’i piaui tangenti la superficie 
proposta, ed inclinali all’orizzontale nell'angolo suddetto. 0^ 
tra questi doveudo esistere il cercato , la cui traccia oriz- 
zontale dee essere , per la condizione del problema , paral- 
lela alla E 'f, sarà facile ottenerla , abbassando dal centro 
a del cerchio la perpendicolare ag alla E 'f , e dal punto r 
ove questa incontra la circonferenza di quel cerchio elevan- 
dole la perpendicolare rT' . E la traccia verticale corri- 
spondente sarebbe la parallela tirata per T' alla traccia ver- 
ticale E'/ del piano dato. 

183. Cor. Da ciascuna delle due precedenti soluzioni si 
rileva , che il luogo de’ contatti de’ piani tangenti la super- 
ficie di rivoluzione proposta sia il cerchio del raggio d'a" 
projetlato verticalmente in questa retta , ed orizzontalmen- 
te nell’ ugual cerchio cdc. 

1 84.Scol,Sc la superficie di rivoluzione sia sferica, si potr--) 
prendere per piano di projezione orizzontale quello, clic pas r 
sando pel centro A [lig.49]s\a perpendicolare al piano di sit 9 ' 
f'E'f; e però la superficie sferica avrà per sua traccia oriz- 
zontale il semicerchio generatore PRQ’ , e per traccia verri; 
cale, 1’ altro P'R'Q' . E la traccia verticale del piano cercato 
dovrà essere perpendicolare alla LM. Laonde se tirisi , dal 
centro A , la perpendicolare AG alla traccia orizzontale E 'f 
del piano dato, e dal punto II , ove essa incontra il semicer- 
chio PTvQ', conducasi al cerchio la tangente RT', sarà questa 
la traccia orizzontale del piano cercalo , c la perpendicola- 
re T'i' alla LM ne sarà la traccia verticale corrispondente. 

7 
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PROPOSIZIONE LX\ r . ' 

PROBLEMA. 

1 85. Tirare uo piano tangente una sfera, ed una 
superficie cilindrica, date di sito. 

Sia la curva abe [fig 50 ] la traccia orizzontale, o la di- 
rettrice della superficie ciliodrioa, ed ad la projezione su 1 . 1 
piano della retta generatrice della medesima in uu punto qua- 
lunque . 11 piano verticale di projezione passi pel ccolro O 
della sfera data, segnando in essa il cerchio generatore f h'f, 
e la sua traccia orizzontale LM, o sia la comune sezione con 
questo piano di projezione sia parallela alla ad , alla quale 
Corrisponda la projezione verticale A 'd' . Su questa , dal 
centro 0 del cerchio Ph'f' si abbassi la perpendicolare 
pOpc' , e per gli estremi f , p del diametro f'f 1 si tirino a 
quel cerchio le tangenti fG', p G', che risulteranno parallele 
alla A 'd ' , e però alla generatrice della superficie cilindrica 
proposta ; ed esse saranno ancora i lati estremi di un’ altra 
superficie cilindrica avente per direttrice il cerchio descrit- 
to da pp perpendicolarmente al piano verticale di projezio- 
nc ; e questa superficie cilindrica incontrerà il piano oriz- 
zontale nell'ellisse G'nG' , descritta col centro H' ove la 
G'G' rimane divisa per metà dalla OH' parallela ad f 'G' , 
con l - asse maggiore G'G', e col minore rtll'n quanto il dia- 
metro del cerchio generatore della sfera * . 

Qr poiché la superficie del cilindro proposto , e quel- 


* Ciò sarà più appresso dimostrato, nel capitolo zìi. , e può an- 
cora rilevarsi dal lib. I. di Sereno de sceltone cylindri. 
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V altra , che si è assegnata circoscritta alla sfera hanno le 
loro generatrici parallele , potranno però aver piani tan- 
genti comuni ; e le tracce orizzontali di essi saranno cia- 
scuna delle tangenti comuni alle due curve direttrici abe , 
G'nG', per ognuna delle quali sarà facile assegnare la corri- 
spondente traccia verticale , prolungando quella fino alla co- 
mune sezione LM de’ piani di projezione, e per questo pun- 
to d’ incontro tirando la parallela alla A 'd’ . . 

PROPOSIZIONE LXVI. 

PROBLEMA. 

186. Tirare un piano tangente una sfera , ed una 
superficie conica, date di sito. 

II piano verticale di projezione passi pel centro 0 [/l</.5/] 
della sfera, e pel vertice A della superficie conica , di cui la 
projezione orizzontale sia a , e la direttrice di quella in tal 
piano sia la curva b cd. Pel punto A si tirino al cerchio f'A'/ v > 
sezione della sfera col piano verticale , le tangenti A f' , 
Ar, che saranno i lati estremi , segnati nel piano verticale , 
della superficie conica inviluppante la sfera data, nel cerchio 
del diametro ff' ; e prolungate le A f', \ f' fino alla LM in 
G',G', sarà G'G' l’ asse maggiore dell’ ellisse prodotta in tal 
superficie conica dal piano orizzontale, che la sega; ed essa, 
determinatone l’asse minore corrispondente , si descriva nel 
piano orizzontale , e sia la GpG'. E chiaro , che le tan- 
genti comuni a questa ellisse , cd alla traccia bed della su- 
perficie conica proposta,saranno le tracce orizzontali di cia- 
scun de'piani tangenti cercati : e le verticali si determineran- 
no congiugnendo col punto A gl’incontri di quelle con la LM. 

187. Scol. Per determinar 1' asse minore dell’ ellisse 
G'/>G' , si prolunghi la AO fino alla .G'G' in II', pel qual 
punto si tiri la kll'k perpendicolare alla All', e tra le AG', 
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AG', e per essa si concepisca il piano perpendicolare a qnel- 

10 del triangolo G' AG' , che segnerà nella superficie coni- 
ca il cerchio kpk , il quale incontrerebbe il perimetro dcl- 
1’ ellisse G'pG' , sezione prodotta nella stessa superficie co- 
nica da un altro piano similmente perpendicolare a quello del 
triangolo suddetto (*), nella perpendicolare Wp ad un tal pia- 
no , die sarà però una loro ordinata comune pel punto H', e 
quindi assegnata. Or dividasi G'G' per metà in Q', e sia Q'<j 

11 semiasse minore dell’ ellisse G'pG' ; sarà G'H'G': H'p" 

:: Q'G'*: ; e per conseguenza la Q'j rimarrà geome- 

tricamente assegnala . 

SCOLIO pi:r le due precedenti proposizioni. 

188. Le direttrici della superficie cilindrica data di sito 
nella pr.65, e della conica egualmente data nella 6fi, essendo 
curve qualsi vogliano, anche non definibili geometricamente, 
te tangenti comuni a ciascuna di esse , ed all’ellisse , che ot- 
tieni dall’analisi geometrica del problema, si tireranno in un 
modo grafico, o sia meccanico. Ma se quelle sieno ancor esse 
curve del sccond’ ordine, come più facilmente può aver luo- 
go, ponendosi la superficie cilindrica, oconica data esser quel- 
la del cilindro, o cono considerato negli Elementi, vi si potrà 
soddisfare in modo geometrico, e rigoroso prevalendosi delle 
soluzioni di tal problema date dal Fcrgola , rilevandola dal- 
l’analisi algebrica (**) , e dallo Scorza per le vie della sinte- 
si (***) con un’analisi geometrica di greca eleganza. E sì l’u- 
na , che l’altra , dopo matura ponderazione , mi hanno fatto 
desistere dal qui riportare, come da prima pensava, due al- 
tre analoghe soluzioni dello stesso problema, l’una, cioè, col 
metodo Cartesiano , 1' altra con 1’ analisi degli antichi ; poi- 

4 

(*) §. 35. Sez. Con. voi. 111. Con. geom . 

(*") Se stoni Coniche analitiche §§. f4f> c 297. 

("*) Divina:, dell' Analisti geometrica degli antichi, probi. 1 1 .p.233. 
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«thè tulto to studio del geometra non consiste già iu accre* 
scere soluzioni ad un problema comunque esse risultino , che 
non sta in ciò 1’ aumento della scienza ; ma nello sforzarsi 
di ottener le più eleganti , e quelle ritenere. 

PROPOSIZIONE LXVLL, # 

PROBLEMA. 

189. Tirare il piano tangente una superfìcie di- 
rivoluzione data di sito , ed un’ altra cilindrica si- 
milmente data. 

L’ asse della superficie di rivoluzione stabiliscasi perpen- 
dicolare al piano di projezione orizzontale, sul quale si tra. 
sferisca la traccia della superficie cilindrica proposta , se 
mai era data in altro piano, determinando gl'incontri con quel- 
lo de’suoi lati, bastando sol cinque di questi, nel caso, che tal 
superficie fosse una curva conica(*).Indi si esibiscala superfi- 
cie cilindrica, con la generatrice parallela a quella del cilin- 
dro dato, tangente la data superficie di rivoluzione , e se ne 
assegnila traccia orizzontatele»». E chiaro, che il pia- 
no tangente tal superficie di rivoluzione, e’1 cilindro dato deb- 
ba risultar tangente questo, e la superficie cilindrica a quella 
circoscritta ; e però, ebe la sua traccia orizzontale debba es- 
ser tangente le tracce orizzontali di siffatte due superficie ci- 
lindriche. Adunque condotta questa, o queste se sien più, si a- 
vranno le tracce orizzontali di altrettanti piani tangenti , per 
ognun de quali si otterrò la verticale corrispondente con asse- 
gnare rincontro con questo piano di projezione del lato di una 
delle due superficie cilindriche, pel punto di contatto.della sua 
traccia con quella del piano tangente, e congiugnendo tal in- 
contro con quello dove la traccia orizzontale incontrava la co- 

{’) pr. 4. Se. Co a. , voi. 111. Corso gtom. 
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mune sezione de’ piani di projezione . E non sarà possibile il 
problema , se alcuna tangente comune non possa condursi al- 
le due tracce orizzontali delle superficie cilindriche , come 
in taluni casi può avvenire. 

PROPOSIZIONE LXVIII. 

PROBLEMA. 

1 90. Tirare un piano tangente una superficie di ri- 
voluzione data di sito , ed un altra conica simii* 
mente data . 

Si stabilisca P asse della superficie di rivoluzione perpen- 
dicolarmente al piano orizzontale , su cui trasferiscasi la 
traccia della supcrficia conica proposta , se era data in altro 
piano ; indi si descriva col vertice del cono un’ altra super- 
ficie conica tangente la suddetta di rivoluzione, assegnando- 
ne la traccia . £ chiaro , che il piano tangente richiesto deb- 
ba poggiare su queste due superficie coniche , che hanno il 
vertice comune; e quindi, chela sua traccia orizzontale deb- 
ba esser la tangente comune alle tracce orizzontali di esso 
superficie coniche . E la verticale corrispondente sarà facile 
ad esibirsi. 

Lo stesso per ognuno de’ piani tangenti , potendo essi es- 
ser tanti , quante le tangenti comuni corrispondenti alle trac- 
ce orizzontali delle superficie coniche data , e descritta per 
ausiliari» nella soluzione del problema : e questo non avrà al- 
cuna soluzione , se le suddette tracce non ammettano tan- 
gente comune. 
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LEMMA IV. PROBLEMATICO. 

191. Date di sito due sfere , circoscrivere ad esse, se sieri» 
uguali , una superficie cilindrica , se disuguali una conica. 

Part. 1 .Sieno primieramente a, b [flg.52.n.1 .] le projezio- 
*i orizzontali de’ centri delle due sfere proposte uguali , del 
raggio R, ed a', b', le verticali ; e sia (il punto ove la con* 
giungente i loro centri , cioè l’ asse del cilindro da circoscri- 
verle , incontra il piano orizzontale, che dovrà essere U cen- 
tro dell’ ellisse in cui la superficie cilindrica incentra un tal 
piano , o sia la traccia di essa sul medesimo ; ed H semiasse 
minore dell’ ellisse sarà R , il maggiore si otterrà producen- 
do fino alla LM in G' la tangente comune a' due eerchi de’ 
centri a', b ' , nel piano verticale , e d» G' tirando la per- 
pendicolare G 'g alla LM fino alla ab j sarà f g ub tal semi- 
asse : sicché essa potrà facilmente descriversi (*) . Laonde 
essendosi esibita una tal traccia della superficie cilindrica , 
il cui asse è dato di sito , sarà questa data di sito (n.131.). 

Paut. 2. Sieno ora disuguali le sfere proposte de’ raggi P, 
R , e P il maggiore, sicché la superficie involgente le mede- 
sime debba risultar conica , e sieno a , b [ fig.52.n.2 , ] le 
projezioni orizzontali de’ centri delle medesime , a', b' le 
verticali . 

S’ intendan esse segate da un piano verticale per la ab, che 
vi segnerà i cerchi generatori delle medesime , e due lati del 
cono loro circoscritto ; e sarà facile vedere , che facendosi 
P — R : R :: ab : bc , debba esser c la proiezione orizzon- 
tale del vertice di quel cono , la cui corrispondente proiezio- 
ne verticale si avrà proiettando c in c' sulla a' b' . 

Or sieno QPC , QPC i lati superiore , ed inferiore se- 
gnati nella superficie conica da quel piano verticale, ed ABG 
l’asse del cono stesso, e queste tre rette incontrino la a & iu- 

(') pr. 8. Sts. Con, voi. 111. Corso j som. 
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definita nc’punti g,f,g , de’ quali il punto fé dato (pr.16.), 
e ciascun degli altri si determinerà nel seguente modo . Es- 
sendo nota la BC , e’ 1 raggio della sfera del centro B , sarà 
pur dato 1’ angolo in cui ciascuna delle due suddette tangen- 
ti s ! inclina alla BC , che aggiunto , o tolto dall’angolo AC c 
risulterà dato quello, che ciascuna di esse tangenti compren- 
de con la indefinita oc ; e però i punti g , g rimarranno de- 
terminati , e quindi la gg , eh’ è 1’ asse maggiore dell’ ellis- 
se , ed c la traccia orizzontale della superficie conica in qui- 
stione ; ed il punto medio 0 ne sarà il centro. E progettati i 
punti g, g, in G', G'. congiunte le G'c , G'c' saranno que- 
ste le corrispondenti projezioni verticali di quelle tangenti 
stesse. 

Che se pel punto f s’ intenda passare un piano perpendi- 
colare all’ asse del cono, cioè alla Cf , produrrà questo nella 
superficie conica un cerchio, il cui raggio, come rilevasi dal 
precedente ragionamento è dato. Ed essendo esso 1’ ordinata 
corrispondente nell’ ellisse sopraddetta , alla distanza data 
O f dal centro 0 di questa , risulterà però ancor dato il se- 
miasse minore della medesima , la quale potrà però descri- 
versi nel piano orizzontale. 

Laonde essendo, della richiesta superficie conica , data la 
traccia orizzontale, e le projezioni c, c' del suo vertice, es- 
sa sarà data (n./J2.) 

192.Scol. Per mezzo di questo lemma rimane ancor riso- 
luto , senza cambiar piani di projezione , il problema di ti- 
rare per un punto dato un piano tangente due sfere date, già 
recato nella prop.61 . , ove avvertasi , che non fu esposto il 
caso particolarissimo delle sfere uguali, poiché intuitivamen- 
te riducevasi a tirare dal punto dato una retta parallela alla 
congiugnente i centri delle sfere date , c per questa un pia- 
no tangente T una di esse. 
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PROPOSIZIONE LXIX. 
nouiu. 

ig3. Tirare un piano tangente due sfere, ed una 
Superficie di rivoluzione costante data di sito . 

Si circoscriva alle due sfere date , se disuguali la super- 
ficie conica , se uguali la cilindrica, che le involga(/em. pr.); 
e poi si circoscriva alla superficie di rivoluzione la conica 
col vertice quello della già assegnata , o la cilindrica col lato 
parallelo alla congìungente i centri delle sfere ( lem. 3. ) : il 
piano tangente tali due superficie coniche, o cilindriche sa- 
rà il richiesto. Sicché non vi sarà bisogno per la dimandata 
soluzione del problema , che l’ esibir graficamente la costru_ 
«ione indicata. 
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CAPITOLO X. 


BUE PB OBLIMI db’ CONTATTI crERICl . 


194. A' casi già per incidenza considerali ne’ lemmi 2 e 3 
pel contatto di superficie curve tra loro , aggiugnerò , a fin 
d’ illustrare la definizione 19 con alcun esempio , che diret- 
tamente la riguardi, la costruzione grafica del principal pro- 
blema de’contatti sferici, quello di descrivere una sfera , eh» 
ne tocchi (jualtiv altre date di grandezza , e di sito , rilevan- 
dola dall’ artifizio geometrico col quale fu da me risoluta 
quest’ intera famiglia di problemi , che presentai al pubbli- 
co fin dal 1809 , che fu di nuovo riprodottane! vol.l. de- 
gli Atti della nostra Reale Accademia delle scienze , ed ora 
il sarà più estesamente trattata , insieme a’ contatti circola- 
ri , nel voi. 111. degli Opuscoli Matematici . 

Aggiugnerò ancora al problema soprindicato l’ altro affi- 
ne ad esso , della sfera di un dato raggio , che ne toochi tre 
oltre date di grandezza , c di sito, dandone la soluzione geo- 
metrica in doppio modo , per ciascun de’ quali ottiensi im- 
mediatamente la grafica corrispondente , col solo eseguire in 
tal maniera le costruzioni in quella indicate. E poco appresso, 
in questa stessa parte 1. del presente trattato , se ne vedrà 
altra costruzione ancor più agevole nell’ esecuzione grafica , 
per mezzo de' luoghi alla superficie sferica , che riducesi al- 
la semplicissima descrizione di tre cerchi nel piano de’ cen- 
tri delle tre sfere date. 

1 giovani si potranno poi da loro medesimi convenevol- 
mente esercitare nel costruir graficamente gli altri proble- 
mi de’ contatti sferici , camminando sulle orme delle corri- 
spondenti soluzioni geometriche esibite ne’ soprindicati vo- 
lumi . E di alcuni di essi nc vedranno anche le analisi , e 
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le geometriche composizioni nel luogo stesso poc’ anzi ac- 
cennato . 


Definizione pel seguente lemma. 

195. Se nella base di un triangolo , e dal punto medio di 
essa prendasi una terza proporzionale in ordine alla semibase , 
ed alla semidifferenza de' lati , la perpendicolare elevala su 
detta base dalT estremo di tal retta si dirà Direttrice di quel la- 
to verso del quale questa si è presa . 

196. Così la base AB [ flg.53 .] del triangolo ADB si bi- 
sechi in C , e presavi la retta CP terza proporzionale dopo 
le due rette AC , ed ’/i(DB — DA), si elevi ad AB dal pun- 
to P la perpendicolare PS ; questa potrà chiamarsi la diret- 
trice del lato AD , il quale colla PS è dalla stessa parte del 
punto C . E prendendovi C p uguale a CP, ed alzata dal pun- 
to p la ps perpendicolare ad AB , sarà la ps direttrice del 
lato DB , per esser le due rette ps , e DB dall’ altra parte 
del punto C , cioè amendue a destra di C , come si vede. 

LEMMA I. FONDAMENTALE (*). 

197. Se diasi la base AB del triangolo ADB, e la differen- 
za de' lati di esso DB , DA ; ciascuno di questi due lati avrà 
una data ragione alla perpendicolare abbassata dall angolo 
verticale D sulla sua direttrice . 

Dim. Cab. 1 . Col centro D , intervallo DA , che sia il mi- 
nore de’ due lati del proposto triangolo , si descriva il cer- 


(*) Un tal lemma si è detto fondamentale , perchè base di tutte le so- 
luiioni uniformi de' problemi de' contatti si circolari , eh» sferici dal 
Fergola , » da me esibite . 
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ebio ÈVA, e l’altro lato DB si prolunghi inaino alla circon- 
ferenza in E , e si bisechi la BA in C , e la BV in G ; sari 
AC : BG :: BG : CP ; e quindi BG’ = ACxCP, c prenden- 
do i loro quadrupli anche BV’=AB x 26P. Ciò premesso, 
dal punto D si abhassi la DR perpendicolare ad AB , e vi si 
prenda Cr uguale alla CR; sarà la rimanente parte rB ugua- 
le alla rimanente RA ; e quindi Rr, eh’ è differenza delle due 
RB, rB , sarà uguale alla differenza de’ due segmenti RB ed 
BA della base del triangolo , cioè alla BI1 . Vale a dire 1’ è 
2CR = BH , e BH — 2CP = 2CR — 2CP = 2PR . 

Or per la natura del cerchio il rettangolo EBV è ugnale 
all' altro ABH . Dunque togliendo da essi rispettivamente il 
quadrato di BV , o ’l sho uguale rettangolo di AB in 2CP , 
come si è dimostrato precedentemente , resterà il rettangolo 
EVB uguale all’ altro di AB in BH — 2CP , cioè di AB in 
2PR. E quindi sarà EV a 2PR , cioè , prendendone le metà 
loro , AI) a DS , come AB a BV ; la qual ragione è data . 

Cas. 2.L’ aggregato de’ due rettangoli EBV, BV’ è ugua- 
le alla somma degli altri due ABH , ed ABx2PC , che a 
quelli si sono mostrali rispettivamente uguali . Dunque sarà 

2 DB x BV = AB ( BH + 2PC ) = AB ( 2CR + 2PC ) =. 
ABx2Rp . E quindi starà DB ad R p , o alla sua uguale 
D s , nella data ragione della base AB alla BV differenza 
do - lati. C.B.D. 

LEMMA IL PROBLEMATICO. 

198 .Dato di posizione in punto B [fig-54.], e la retta All 
terminala in li; inclinare da epici punto su questa retta la BC , 
la quale stia al segmento CH troncatone da essa su di quelite 
in una data ragione j cioè conte la retta m all'altra n. 
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SOLUZIONE GEOMETRICA. 

Prendasi He uguale ad n ; si congiunga la BH, e dal pun- 
to c si adatti sulla BH la cb uguale ad m . Di poi da B si 
conduca la BC parallela alla bc ; sarà BG a CH , come bc a 
t H , pe triangoli simili BCH , icH , cioè come m ad tt. 

SOLUZIONE ANALITICA. 

Dal punto B si abbassi la BK perpendicolare alla AH ; 
poi pongasi BH=« , HK=6, BK=e , e KC=r. Sarà HC 
= 4 — x, e BC = V ( c’ -f x' ) . E per le condizioni del 
problema dovrà stare ^ ( c' 4* x' ) : b——x :: m : n ; onde 
avrassi la seguente quadratica equazione 

m' , 

c’ 4- x' = ( b — x )’ 

Che agevolmente potrà ordinarsi , risolversi , c geometrica- 
mente costruirsi . Ella intanto ha due radici, onde due pun- 
ti dovranno rinvenirsi, quando il problema non sia impossi- 
bile. E due punti anche rilevansi dalla precedente soluzione 
geometrica , ma nella BH , come la figura il mostra . E da 
essa rilevasi pure intuitivamente, che i due casi riduconsi ad 
un solo , quando la m pareggi la perpendicolare da e ab- 
bassata sulla BH ; e sieno impossibili quando ne sia minore. 

LEMMA III. TEOR. LOCALE 

199. Tutti que' punti da ciascun de quali abbassando le 
perpendicolari su tre piani di silo che s' incontrano, queste ser- 
binsi tra loro costantamente la stessa ragione , che le tre tette 
date m,n,r, debbono essere allogati in una retta di sito\ 

SOLUZIONE GEOMETRICA. 

Sieno MN, RS, TV [flg. 55.] , i tre piani dati di sito, 
c sia primieramente X un punto dal quale abbassate su i due 
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di essi MN, RS le perpendicolari BX, CX, sieno qnesle Ir» 
loro come m ad n. 

Si concepisca per la comune sezione RN di questi due pia- 
ni, e per lo punto X condotto un altro piano, nel quale si 
prenda un qualsivoglia punto x, e si prolunghi la Xx, cha 
unisce quel punto con questo, fino alla RN in Z, e poi con- 
giungansi le BZ, CZ . Finalmente dal punto x su piani MN , 
RS si abbassino le altre perpendicolari bx, ex, le qnali & 
chiaro, che debbano cadere nelle BZ, CZ , ed esser quindi tra 
loro come le BX, CX, cioè nella ragione di m ad n. Quindi 
il piano RXN sarà il luogo geometrico di tutt'i punti X,x,ec. 
da quali abbassale le perpendicolari su piani dati MN, RS , 
sieno queste tra loro come ni ad n. 

Similmente il luogo geometrico di tutti que punti da quali 
abbassate le perpendicolari su’ piani RS, TV, sieno queste 
tra loro nella ragione data di » ad r, si troverà essere un altro 
piano di sito condotto per la TS. Dunque la comune sezione 
di quel piano con questo sarà il luogo geometrico di que’pun- 
ti da ciascun de’quali abbassandosi le perpendicolari su’tre pia- 
ni di sito MN,RS,TV, sono esse tra loro nella ragione delle 
rette date m , n , r . 

Ciò posto ecco in qual modo resterà determinato il sito del 
luogo geometrico suddetto. Poiché tutti que’ punti da’ quali 
abbassale le perpendicolari su i piani MN, RS, queste sono 
nella ragione data di m ad n , debbono essere allogati in un 
altro piano , che passa per la RN ; sia X uno di tali punti 
[ fig.66.] , e si prolunghi la CX , una delle due perpendico- 
ri , quella al piano RS , finché incontri 1’ altro piano MN ; 
sarà data la ragione di BX ad XN , per esser dato di specie 
il triangolo BXN, in cui oltre 1' angolo retto vi è dato l’an- 
golo in N complemento di quello d’ inclinazione de’piani da- 
ti : ma è anche data la ragione di BX a CX . Dunque è da- 
ta la ragione di CX ad XN ; e sarà perciò dato il punto X 
per dove passa il piano RXN [ fìg.55. ] ; che perciò un tal 
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piano sarà dato di sito (*). E similmente determinando il si- 
to dell'altro piano, che passa per la TS, e ch’è il luogo geo- 
metrico di que’ punti donde abbassando su i piani di sito RS, 
TV le perpendicolari, queste sono nella ragione data di n:r, 
ai vedrà esser anche dato il sito della comuue sezione di que- 
sti piani , eh’ è il luogo geometrico in quislione. 

La stessa graficamente. 

200. Si prenda per piano orizzontale l’ un de’ tre piani dati, 
e sieno A 'a, A V [fig. 57.] le tracce su questo dell’ un de’ due 
altri ; B 'b, B 'b' quelle del rimanente di essi : indi preso nella 
LM un punto P', le si elevi la perpendicolare P ’p' fino alla 
traccia A 'a ' , e questa dividasi in x nella ragion data , in 
cui rimaneva divisa, nella costruzione precedente, la perpen- 
dicolare al piano, che or fa da orizzontale , prodotta fino al 
piano aAV, ( cioè la ragion di CX : XN flg.56. ) congiunta 
la AV, sarà questa la traccia verticale del piano condotto 
per la A 'a, ch’è il luogo de’ punti da’ quali abbassate al pia- 
no di proiezione orizzontale, ed all’ altro «AV le perpendi- 
colari , sien queste sempre 1’ una all’altra come m : n. Simil- 
mente preso un’altro punto Q' nella LM, le si elevi la perpen- 
dicolare Qy, fino alla traccia verticale B'b' del piano AB'6' , 
c si divida la Qy in y nella ragione in cui rimaneva divisa, 
nella costruzione precedente, la perpendicolare al piano di 
projezione orizzontale , prolungata fino all’ incontro col pia- 
no b B 'b\ congiunta la Wj sarà questa la traccia verticale 
del piano b B'j' , luogo de’ punti donde tirate a quelli le 
perpendicolari , sono esse nella ragione di m : r ; e 1’ in- 
tersezione de’ due piani aAV, b By' sarà la locale cercata ; 
ond’ è che , abbassate le perpendicolari rR' , a'S' alla LM , 
avrà quella per projezioni rispettive le rS', s'R'; e sarà gra- 
ficamente esibita . 

(*) Poiehè esso viene a passare per una retta , ad un punte di sito 
(rr.!3). 
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201. Scol. Sia ora , in un caso particolare , ciascun de* 

tre piani dati perpendicolare al piano oriizontale , sul qua- 
le sieno A 'a , B ’b , C'c [ flg.58. ] le tracce rispettive di es- 
si ; e le verticali venghino rappresentate dalle perpendicola- 
ri A 'a', B 'b' , C'c' alla LM . E chiaro , che se pel punto f , 
intersezione delle A 'a , B 'b si conduca la locale f F' de’ pun- 
ti, da’ quali tirate le perpendicolari alle A'a, B ’b sieno que- 
ste come m : n , sarà tal retta la traccia orizzontale di quel 
piano verticale, ch’è il luogo de’ punti analoghi rispetto spia- 
ni a A'a', b B 'b'. Similmente, se dal punto g ove intersegan- 
si le tracce orizzontali a A' , cC' de’ piani corrispondenti si 
tiri la gC locale de’ punti, da cui abbassate a quelle le per- 
pendicolari , sieno queste tra loro come m : r ; sarà essa la 
traccia orizzontale del piano verticale, ch’è il luogo de punti 
corrispondenti relativi a’ piaui a A'a’ , e C'c' . E però 1 in- 
tersezione de’ due piani verticali g G ’g', cioè la per- 

pendicolare elevata , dall’ intersezione o delle loro tracce 
orizzontali , a questo piano , sarà la locale cercata. 

LEMMA IV. PROBLEMATICO. 

202. Determinare in una retta di sito un punto , il quale 
se congiungasi con un altro dato , c dal medesimo si abbassi 
la perpendicolare su di un piano di silo , sia quella congiun- 
gente in una data ragione a questa perpendicolare . 

SOLUZIONE GEOMETRICA. 

Sia MN [fig-59 ~\ il piano di sito , ed A il punto dato ; e 
rappresenti 0 quel punto delta retta di sito QO , dal quale 
abbassata sul piano MN la perpendicolare OP , e congiunta 
la OA , sien queste due rette tra loro nella data ragione 
di min. 

S’ intenda condotta per la retta di sito QO un piano per- 
pendicolare al dato MN , dovrà in questo giacere la OP ; 
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ed il triangolo POQ essendo dato di specie, sarà data la ra- 
gione di OP ad OQ . Ma è anche data la ragione di AO ad 
OP; quindi sarà pur data la ragione di AO ad OQ,che com- 
ponesi da queste due : ond’ è , che il problema proposto ri- 
ducesi ad , inclinare dal dato pnnto A , fuori della retta di 
sito QO terminata in Q , a questa retta , la AO , che stia al 
segmento OQ , che da essa nc tronca , verso il punto Q , in 
una ragion data , cioè al lem.n. 

La stessa graficamente. 

203.Sieno SN, SN' [/ 1 V/. 6 O.] le tracce del piano dato, e’I 
piano verticale di projezione passi pel punto dato A , la cui 
projezione orizzontale A' cadrà nella LM : inoltre la retta di 
sito sia perpendicolare al piano di projezione orizzontale in 0 . 
Tirata da 0 alla MN la perpendicolare op , sarà questa la 
traccia orizzontale del piano, che passa per la retta di sito, 
ed è perpendicolare al dato , e la verticale corrispondente 
sarà la perpendicolare dal punto R', ove la po incontra la LM, 
elevata a questa nel piano di projezione verticale , la quale 
incontri la traccia corrispondente SN' del piano dato in r ; 
c projettato il punto p in P', e congiunta la V'r, sarà questa 
la projezione verticale dell’ intersezione p r' del piano dato 
coll’ altro pìVr condotto per la retta data , e nel quale e- 
sislc la perpendicolare a quello , che le si abbassa dal punto 
richiesto . Inoltre se dal punto 0 tirisi alla LM la perpendi- 
colare oQ'tj' fino alla PV, rappresenterà q' la projezione ver- 
ticale del punto d'incontro della retta di sito col piano dato . 
Adunque, se prendasi nella LM, dal punto O', la O'Q' ugua- 
le alla op, e giungasi la Q'^' ; sarà il triangolo Q'</0' identi- 
co a quello , che nella soluzione geometrica era dinotato da 
POQ [ flg-59 ■ ] , e però ottcrrassi la ragione di OP : OQ 
rappresentata da quella di q'O': q' Q'; e quindi avrassi ancor 
1’ altra di AO : OQ . 

Or espongasi separatamente la 0 A' quanto la congiungen- 

8 
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tc oA' nella figura, e da’ punii o,A' clevinsi ad essa la per- 
pendicolare o Q uguale alla O’^', e la A'A uguale alla A'A ; 
indi si cerchi nella o Q un punto 0, da cui condotta al punto 
A la OA, stia OQ : OA ncll’asscgnata ragione, e poi prendasi 
la 0 V uguale alla oO ; sarà o la projezione verticale del 
punto cercato nella retta di sito , secondo le condizioui del 
lemma. F.d un tal punto rimarrà però graficamente assegnato 
(pr-32.). 


PROPOSIZIONE LXX. 

PROBLEMA. 

ao4. Date quattro sfere di grandezza , e di sito , 
descriverne un’ altra che le tocchi . 

soluzione geometrica. 

Sieno A, B, C, D [ fig.6 / i centri delle sfere date, ed O 
il centro di quella da descriversi , il qual si coDgiunga co’ 
centri delle date , per mezzo delle OA,OB,OC,OD, e si eon- 
ducan pure le AB, AC, Al). Ciò posto, nel triangolo AOB, 
essendo data la base AB , e la differenza de’ lati BO , OA ; 
sarà dato il punto E della base, per dove passa la direttrice 
EF del lato AO (195), e quindi la ragione di tfn tal lato al- 
la perpendicolare OF, che cade sulla EF ( lem.i .) . E perciò 
se facciasi passare per laEF un piano perpendicolare allaAB, 
un tal piano sarà dato di sito (pr.3£.) ; c la perpendicola- 
re OF alla EF essendo anche perpendicolare ad esso piano , 
sarà pur data la ragione di AO alla perpendicolare OF dal 
punto 0 abbassata su questo piano . Similmente dovrà es- 
ser data la ragione di AO alla perpendicolare OH , che dal 
punto O si abbassa su quel piano perpendicolare alla AC , 
il quale passa per la direttrice GH del lato AO nel triango- 
lo AOC ; e così pure è data l’ altra ragione della AO alla 
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OL , che dal punto 0 si abbassa perpendicolarmente a quel 
piano normale alla AD, condottole per la direttrice KL del 
lato AO nel triangolo AOD . Quindi risulterà data la ragio- 
ne delle tre perpendicolari OF, Oli , OL ; e perciò il pun- 
to 0 sarà allogato in una retta di sito ( lem. li. ). Ed il pro- 
posto problema si ridurrà ad inclinare dal dato punto A a 
questa retta di silo la AO, sicché abbassata dal suo estremo 
0 su quel piano , che passa per la EF , la perpendicolare 
OF , sia data la ragione di AO ad OF , cioè al precedente 
lemma problematico . 

La stessa graficamente costruita. 

205. Prendasi per piano di projezione orizzontale quello 
Condotto pe’ centri A,B, C [ flcj.62 .] di tre delle sfere date, 
c passi il verticale per quello D della quarta sfera , e per 
F altro B dell’ una delle precedenti , prendendo quella , che 
faccia risultare i centri A , C delle altre due da Una medesi- 
ma parte della comune sezione LM de’ piani di projezione ; 
ed abbassate da’ punti D , A le perpendicolari DD', A A' al- 
la LM, si cougiungano le AD', A'D , che saranno le proie- 
zioni della «ingiungente AD nello spazio i centri delle sfere 
A , D ; ed uniscansi pure le AB , AC. 

Sia inoltre 0 il centro della sfera richiesta , e supposte 
congiunte le OA, OB, OC, OD, saranno dati nelle basi AB , 
AC, AD de’ triangoli AOB , AOC , AOD i punti F , G , K, 
per dove passano le direttrici dello stesso loro comune lato 
AO, de’ quali i due E , G assegnati come nella definizione al 
«. 195 appariscono effettivamente segnati nel piano orizzon- 
tale , e dell’ altro K, eh’ è nello spazio si otterranno le pro- 
iezioni nel seguento modo. E chiaro che le AD, AD' risultino 
similmente divise dalle perpendicolari da’ punti dell’ una ab- 
bassale sull’ altra, c però olleuuto il punto K nella AD, con 
la proporzione indicata nel «.195 , per averne !rt eorrispon,- 
dente projezione orizzontale , basterà dividere la AD' in h 
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proporzionalmente ad AK , KD ; ludi abbassata da k sulla 
LM la perpendicolare À'K* prodotta fino alla A D, sari k la 
corrispondente proiezione verticale del punto K . Adunque 
saranno ancor dati di sito i piani, che per le anzidetto diret- 
trici del lato AO , e però pe punti E , G , K , si conducono 
perpendicolarmente alle rette AB, AC, AD, de quali i primi 
due , risultando verticali , hanno per loro tracce orizzontali 
le stesse rette EF, GH, per verticali corrispondenti le per- 
pendicolari elevate alla LM da punti F , H } e quelle del 
terzo piano, cioè del perpendicolare alla AD in K, senza nè 
men ricorrere alla costruzione della prop.32 , si assegneran- 
no nella seguente facilissima maniera , cioè. Dovendo un tal 
piano intersegare quello del triangolo ADD' in una retta K« 
perpendicolare alla AD , sarà retto 1 angolo AKn , e però 
assegnando la K» terza proporzionale in ordine ad Ai , e 
AK , o sia K i', che sono date, si otterrà il punto n, per do- 
ve passa la traccia orizzontale di quel piano ; e questa ver- 
rà rappresentala dalla perpendicolare nN 7 alla AD f ( 88) ; e 
la verticale sarà la NV tirata da N' perpendicolarmente al- 
la A'D. 

Or essendosi graficamente assegnato il sito di questi tre 
piani, sarà similmente determinabile la retta di sito , chè il 
luogo de’punti da ciascun de’quali abbassate le perpendico- 
lari su di essi, queste risultino in date ragioni tra loro (200); 
e potrà ancora graficamente assegnarsi in questa il pnnto , 
che congiunto con A, ed abbassata dal medesimo su di uno 
de’ piani , quello EF 'f \ la perpeudicolare, slia la congiun- 
gente a questa perpendicolare in data ragione ( lem.4. )• Ed 
un tal punto è precisamente il centro O della sfera cercata ; 
che rimarrà quindi graficamente assegnato. 


Digitized by Google 


Geometria di Sito 


117 


PROPOSIZIONE LXXI. 

PROBLEMA. 

. S 

ao6. Descrivere una sfera di un dato raggio* la> 
quale tocchi tre sfere date di grandezze , e di sito. 

So'.tiZIOKG GEOMETRICA. 

I centri A, B,C [ fig. 615.] delle tre sfere date cengiuDgan- 
si tra loro, con le AB, AC, BC, e con quello 0 della sfera da-, 
descriversi, per le OA ,OB,OC ; saranno dati di sito i piani, 
che passano per le direttrici EF,GH del lato A O ne’ triangoli 
AOB,AOC, i quali piani essendo perpendicolari alle AB , AC 
ne puntiE, G, risultano verticali , e quindi facilmente asse- 
gnabili. Come pure sarà dato quell'altro piano verticale, che 
passando per la direttrice KN del lato CO nel triangolo COB, 
incontra perpendicolarmente la CB base di questo in K . Or 
son date le ragioni della AO alle perpendicolari tirate da O 
su’ piani verticali per le EF, GII ; ed è pur data la ragione di- 
AO a CO, per esser data ciascuna di tali rette, risultante dal 
raggio di una delle sfere date intorno a’centri A,C , e da quel- 
lo pur dato, della sfera da descriversi ; come anche 1’ altra 
di CO alla perpendicolare, che da O si tira al piano verticale, 
che passa per la direttrice corrispondente ad un tal lato nel 
triangolo BOC . Laonde sara data ancor la ragione di AO a 
questa perpendicolare ; e però saran date le ragioni delle tre 
dette perpendicolari tra loro. Dopo di che la soluzione pror 
cede del tutto come quella del problema precedente. 

A L IT E iK 

207. Dal centro 0 [flg.64.\ della sfera da descriversi & in- 
tenda abbassala sul piauoBAC delle congiungculi i centri del 
le tre sfere date la perpendicolare Oe, c dal punto o allcÀl*, 
AC s inteudan tirate le perpendicolari oE - e i\ 
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E poiché [pg.64] AO’ — OR 1 = A o’ — oB’ , e quindi ad 
AE’ — EB’ , sarà dala la differenza AE’ — EB’, che dicasi 
M’; e però sarà dato il punto E nella BC. Imperocché essen- 
do AE’ — EB' = M’, sarà AB x(AE — EB) = M’, e perciò 
AB : M :: M : AE — EB. Laonde sarà data la AE — EB, e 
per conseguenza il punto E . Adunque si sapràla locale Eo 
del punto o. 

E determinando similmente l’altra locale F o dello stesso 
punto o, si farà nolo il punto o, per conseguenza la oE ; c fi- 
nalmente l’altezza oO della piramide si otterrà dall’ipotcnusa 
AO data , c dal dato cateto A o. 

208. Scoi. La costruzione grafica corrispondente alla pri- 
ma soluzione geometrica del presente problema si esegue, del 
pari che questa , analogamente alla costruzione grafica del 
problema delle quattro sfere; ed ancor più facilmente, non es- 
sendo bisogno della costruzione ivi indicata, per assegnare il 
terzo piano di sito perpendicolare alla BC in K , che qui è 
ancor esso verticale . E ciò mostra le fecondità del principio 
rinvenuto dal Fcrgola per 1’ uniforme soluzione de’ problemi 
delle lozioni, e da me esteso a’ contatti sferici . E potrà an- 
cora simplificarsi l'andamento della presente costruzione, nel 
ricercare le locali de’ punti, da quali abbassando su’ tre piani 
di sito le perpendicolari , sieno queste in ragioni date , ope- 
rando come vedesi nello scolio al «.201. 

L altra costruzione grafica , per la seconda soluzione di 
sopra recala , si riduce all’ elementarissima esibizione di un 
punto, di cui n’ è data la proiezione su di un piano, e la cor- 
rispondente altezza . 
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CAPITOLO XI * 


BUGI INCONTRI DI UNA RETTA DI SITO CON UNA. SUPERFICIE 
SIMILMENTE DATA. 


209. Dovendo trattare 1’ argomento delle intersezioni delle' 
superficie curve , donde non solamente ritraggono grandissi- 
mo vantaggio la Prospettiva, la Gnomonica , 1’ Architettura , 
e le costruzioni in generale , Dia I’ astratta Geometria, anco- 
ra, per que’ problemi, che de’ luoghi alla superficie abbiso- 
gnano per la loro soluzione , e de’ quali alcun esempio re- 
cheremo in appresso ad illustrare il presente argomenta, ab- 
biamo stimato conveniente all’ordine scientifico elementare il 
dividere tal materia in più capitoli. E nel primo di essi, ciré, 
il presente , tratteremo degl’ incontri di una linea retta di 
sito con una superficie cilindrica , conica , o di rivoluzione , 
data anche di sito, tralasciando il caso semplicissimo dell'in- 
conlro col piano ; poiché già considerato nella prop.30. 

Nel seguente capitolo esporremo le intersezioni delle su- 
perficie stesse con un piano di sito , ove cadrà in. acconcio, 
considerare alcune speciali principalissime affezioni di tali- 
intersezioni , non solamente utili alle presenti ricerche , per 
agevolarne le costruzioni in taluni casi speciali ; ma ancora 
spesso occorrenti in altri geometrici problemi . Le- costru- 
zioni , che e‘pongonsi in questi due capitoli dovevano ap- 
parir separatamente in una trattazione elementare di Geo- 
metria di sito , costituente la parte di essa conosciuta per 
la Geometria descrittiva ; poiché esse non sono sì semplici , 
e sì immediatamente eseguibili , che si potessero , senza de- 
trimento dell’ eleganza geometrica , incastonare ne luoghi, 
ove occorrevano . E del ripiego- da noi adottato si vedrà», 
subito il vantaggio , nelle ricerche seguente dello, stesso w- 
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gomento . Formeranno il soggetto dell’ altro capitolo le in- 
tersezioni delle superficie cilindriche , c coniche tra loro . 

E finalmente dell’ ultimo di essi , il XIV , quelle delle su- 
perficie di rivoluzione costante tra loro, e con le cilindriche, 
e coniche . 

Le altre materie di complemento riguardanti l’ argomento 
medesimo , saranno recate ne’ loro proprj luoghi della par- 
te li. del presente trattato . E quivi , ed in tutto quello che 
ora esporremo , si vedranno , per le vie della pura Geome- 
tria rilevate molte ricerche, ordinariamente trattate con la mo- 
derna analisi pura a tre coordinate. ; il che ricscirà utilissimo a 
comprovar queste , e corredarle della corrispondente costru- 
zione grafica , senza la quale esse rimanevansi sterili , ed a- 
stratle considerazioni . Sta il perfezionamento delle Mate- 
matiche nella corrispondenza continua di questi due grandi 
mezzi , eh’ esse posseggono per l’ invenzione ; ed il privarsi 
dell’ un di essi , dando tutto all’ altro , 1’ è come di chi pre- 
tendesse volarsi meglio, e più sublime, tarpando 1’ una delle 
due ali , ed impiumando di più 1’ altra . 

PROPOSIZIONE LXXII. 

r»OBlEMA. 

a io. Costruire gl’ incontri di una data retta di si- 
to , con una superficie cilindrica similmente data . 

Rappresenti abe [ fìg-65 la traccia orizzontale della su- 
perficie cilindrica , la cui retta generatrice abbia per prele- 
zioni le él)', B'<f' ; e sieno cf, Wf' le prelezioni, orizzontale 
e verticale , della retta di sito , il cui incontro col piano o- 
rizzontale sia il punto e (jir.16.) : e preso in essa un qualun- 
que punto, le cui prelezioni sieno f, s’intenda per questo 
tirata una retta parallela alla generatrice della superficie ci- 
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lincine» (pr. 37.) ; e ne sìeuo f'G' , f g le corrispondenti 
projezioni , e g il punto ov’essa incontra il piano orizzonta- 
le ; congiunta la eg , sarà questa la traccia orizzontale del 
piano condotto per la retta data , e per la parallela tirata 
dal punto F di essa alla generatrice della superficie cilindri- 
ca, nel qual piano dovendo avvenire V incontro di quella ret- 
ta con questa superficie , se inai sia possibile, esso dovrà a- 
ver luogo , coni è chiaro, nel lato , che passa per un punto a 
ove la gc incontra latracela abe ; di tal che tanti saranno 
gl’ incontri della retta con la superficie cilindrica , quanti 
saranno i punti a : e laddove la gc non interseghi la traccia 
ab c , la retta proposta non incontrerà la superficie cilin- 
drica . Laonde per determinar ciascuo di tali incontri , bi- 
sognerà assegnare quelli del lato , che passa per un punto a, 
di coi sono date le projezioni ah, A' A", e la data retta di 
sito ( pr. 18. ). 

Ed il presente problema rimarrà per tal modo compiuta- 
mente risoluto - 

PROPOSIZIONE LXX1II. 

FBOBLEKA. 

a 1 1 .Costruire l’ intersezione di una data retta di 
sito con una superficie conica ancor data di sito. 

Sieno abd [ fig.66.] la traccia orizzontale della superficie 
conica , ed a, a' le projezioni del suo vertice ; cf, ìi’f' quel- 
le della retta di sito , che incontri il piano orizzontale in e 
( pr.16 .) ; e preso in tal retta un qualunque punto F , le cui 
projezioni sieno f, f', congiungansi le f a , f'a' , che saran- 
no le projezioni della congiungente un tal punto col vertice A 
del cono, e questa incontri in g il piano orizzontale(/>r.y6‘.); 
sarà cg la traccia corrispondente di quel piano , che passa 
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per la retta proposta, e per questa congiungente, e quindi pel 
vertice del cono , nel quale dovendo accadere gl' iuconlri di 
quella retta con la superficie conica , essi avranno luogo in 
que lati, che passano per gl’ incontri della traccia orizzonta- 
le di tal superficie con quella eg del piano anzidetto ; e tan- 
ti saranno quegl’ incontri , quanti questi , o non ve ne sarà 
alcuno se la eg non incontri affatto la curva chi . Adunque 
se l'un di questi punti b si projelti verticalmente in B', e con- 
giungansile ha , B'a' ; gl’ incontri h , A' di queste rispet- 
tivamente con le projezioni della retta data , saranno le pro- 
iezioni di un incontro di essa con la superficie conica , e co- 
sì degli altri , se abbian luogo . 

LEMMA 

212 Se, una superficie di rivoluzione seghisi con un piano- 
parallelo al suo asse ,* la sezione dovrà essere una curva si- 
tuile alla generatrice. 

Sia BCA [ fig- 67. ] la generatrice della superficie curva 
nel piano condotto per l’ asse OA , e pel diametro BOG del 
cerchio BDCB , che nc rappresenta la direttrice per un qua- 
lunque punto 0 dell’ asse ; ed il piano segante passi per la. 
retta 6 c parallela alla BC, produccndo in quella superficie la 
curva lac . 

Si tiri l' altro diametro DOE perpendicolare alla bc , che 
la bisecherà in o ; e per le DOE , OA s’ intenda condotto il 
piano DAC , che segnerà nella superficie proposta 1’ altra 
generatrice DAE identica alla BAC, c nel piano ba e la retta. 
ao perpendicolare alla hoc in o , c che sarà l’asse della cur- 
va b ac, ed a il vertice di questa , per cui conducasi la «F 
parallela alla OE. 

Ciò posto , qualunque sia la natura della curva DAE , la. 
sua ordinata OE, ed il quadrato di questa dovrà risultar sem- 
pre, nel medesimo modo, dall’ ascissa OA ; o da uno su» po- 
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lenza con altre quantità date combinata ; e però nell'identico 
modo dovrà risultare la differenza de’ quadrali delle OE , F a 
nella differenza dell ascisse OA,AF, cioè nella OF, o sia oa; 
vale a dire la differenza de’ quadrati delle OE , Fa , o pure 
Oo,cioè il rettangolo Do E, o sia il quadrato di b o, sarà rap- 
presentalo nella oa in modo identico a come è rappresenta- 
to il rettangolo DOE , o sia il quadrato di DO, nella OA. 

Laonde le ordinate della curva bac essendo rappresenta- 
te nelle loro ascisse nell’ identica maniera , ebe quelle del- 
la curva BAC ; tali due curve dovranno esser simili. 

A L I T E R. 

213. Volendo adottare in tal dimostrazione il linguaggio 
degli analisti, essa rimarrebbe nel seguente modo abbreviata. 

Per la natura della curva DAE, o BAC , le OE , Fa sono 
funzioni simili delle OA, AF, e cosi i loro quadrati ; onde 
la differenza de’ quadrati delle OE , Oo , cioè il rettangolo 
DoE , o il quadrato di bo risulterà ancora una simile funzio- 
ne della differenza delle ascissoOA , AF , cioè della ao ; e 
quindi le ordinate BO , bo nelle due curve BAC , ba c ri- 
sultando funzioni simili delle ascisse corrispondenti AO, ao, 
esse curve saranno simili. 

214. Scol. Per maggiormente illustrare il presente lem- 
ma , suppongasi la generatrice ABC esser una parabola del 
parametro P : il rettangolo DoE , o sia bo% sarebbe in tal 
caso risaltato uguale al rettangolo di o a in P , cioè la curva 
bac sarebbe un’ altra parabola dello stesso parametro , e pe- 
rò identica a quella. 

Che se la generatrice BAC fosse stata un'ellisse intorno al- 
l’un de semiassi AO, tal che OE ne sarebbe stato 1’ altro; si 
vede , che i rettangoli di DO in OE , e di Do in oE, o sia 
i quadrati di BO, b o risulterebbero come gli altri delle OA, 
oa ; e però le due ellissi simili tra loro. 

Lo stesso per le iperboli , sia che la rivoluzione avvenisse 
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intorno all’ asse primario , o al secondario, da generare per- 
ciò il conoide iperbolico , o il cilindroide ■ 

PROPOSIZIONE [EXX1V. 

PROBLEMA* 

a 1 5. Costruire gl’incontri di una retta di sito eoa 
una superficie di rivoluzione costante ancor data di 
silo . 

L’ asse della superficie data prendasi perpendicolare in O 
[ fi/j.68-] al piano di projezione orizzontale , ed il verticale 
sia quello , che passando per un tal asse è parallelo alla ret- 
ta di sito ( pr-39 .) , le cui projezioni sicno però la p'q', e la 
pq parallela alla comune sezione LM de piani di projezione; 
ed essa interseghi il cerchio B'EC' segnalo dalla superficie 
di rivoluzione nel piano orizzontale . Sia inoltre B'AC' 1% 
generatrice della superficie data nel piano verticale . 

Or s’ intenda condotto per la p q il piano parallelo al ver- 
ticale di projezione , segherà questo la proposta superficie in 
una curva simile alla B'AC' {lem. prec.) ed identica alla sua 
projezione verticale ; e questa si descriverà facilmente nel 
seguente modo. Da’ punti p, q, abbassando le perpendicolari 
pP' , q Q'alla LM , sarà P'Q' I ordinata di essa curva pel 
punto 0 , e 1’ ascissa corrispondente si otterrà prendendo 
sulla LM , dal punto 0 , la OH' uguale alla Oo , elevan- 
dole da H' la perpendicolare ILA' , e pel punto A' ove que- 
sta inlerscga la curva B'AC' tirando la parallela alla LM, il 
punto a' ove questa inlersega la AO, sarà la projezione ver- 
ticale del vertice di tal curva, la quale si descriverà per pun- 
ti nel modo assegnalo nel n. 1j 29 , se pure, essendone cono- 
sciuta la natura , non si abbia qualche mezzo meccanico da 
descriverla con un movimento continualo. L descritta una tal 
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curva P'a'Q' , identica a quella effettiva di sezione , che gli 
è parallela , e nel cui piauo esiste la retta data di silo ; i 
punti r', r ovessa rimarrà intersegala dalla projezione p'q 
di tal retta , saranno le projezioni corrispondenti de' punti 
d’ incontro di essa con la superficie proposta di rivoluzio- 
ne. Laonde progettati i punti r', r sulla pq in r , r nel pia- 
no orizzontale , si avranno de’ medesimi le corrispondenti 
projezioni orizzontali ; ond’ è eh’ essi rimarranno grafica- 
mente assegnati . 
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CAPITOLO XII. 

«ELLE INTERSEZIONI DI VX PIANO CON UNA SUPERFICIE 
CILINDRICA, CONICA, ODI RIVOLUZIONE COSTANTE. 


21 G. Per la materia del presente capitolo, occorrendo al-» 
cune verità altrove non dimostrate, le recheremo in tanti teo- 
remi , che saranuo ancora utili ad altre ricerche; ond' è che 
il trovar qui essi un luogo a proposito , riesce ancor van- 
taggioso per l’ invenzione geometrica. 

TEOREMA I. 

217. Le sezioni prodotte in una superficie cilindrica dei 
piani paralleli , sono tutte identiche tra loro. 

Ciò sebbene chiaro della genesi della superficie cilindri- 
ca , potrà anche dimostrarsi nel seguente modo. 

Sieno ABCD , aùcd [ fuj. 69. ] due sezioni prodotte in 
una superficie cilindrica da piani paralleli , ed A, B, C . . . 
a , b , e . . . gli estremi corrispondenti in esse di tre lati di 
quella ; congiunte le CB , BA ; cb , La , dovranno queste 
risultar rispettivamente uguali , cioè CB =s cb , AB = ah-, 
cd inoltre sarà l’ angolo ABC = aic( 15.El.XI .) . E co- 
si continuandosi per altri lati in seguilo , verranno ad iscri- 
versi in tali sezioni due poligoni , i quali svanendo nelle 
medesime, quando i punti A, B, C, egli altri corrisponden- 
ti a , b , c . . suppongaci prossimissimi ; ne segue , che 
ancora le sezioni ABCD , abed debbano essere identiche. 

218. Cor. Quindi ogni sezione prodotta in una superfi- 
cie cilindrica, da un piano parallelo a quello delia sua trac- 
cia , dovrà risultare identica a questa . 
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2l9.Scot.E se la generatrice fosse perpendicolare a tal pia- 
no, la proiezione su di esso di qualunque sezione prodotta da 
piani paralleli al medesimo, sarà la stessa traccia della super- 
ficie cilindrica : ma se quella sia obbliqua al piano di pro- 
iezione , per assegnare su questo quella delle sezione pro- 
dotta nella superficie cilindrica , basterà abbassare da un 
punto qualunque b [ pg. 69. ] della sezione abcd la per- 
pendicolare AK sul piano della direttrice ABCD , e congiun- 
to 1’ altro estremo B di quel lato , che passa per b , ed è 
nella traccia della superficie proposta , col punto K piede 
della perpendicolare suddetta , prolungar la AK , finche K k 
pareggi BD corda nella direttrice ABCD corrispondente al 
punto B . Indi tirala per un qualunque altro punto A della 
ABCD la AX parallela alla BY, e presa da essa la AP = BK, 
si tagli sulla medesima , dal punto P , la V j> uguale alla 
AE corda corrispondente nella traccia ABCD ; la curva che 
passa pc’ punti K , k , c per tutti gli altri P , p così determi • 
nati sarà la proiezione cercata dalla sezione abcd. 

TEOREMA II. 

220. Comunque leghisi da un piano una superpeie cilindri- 
ca , la sezione. , che vi si produce è del genere stesso della di- 
rettrice di quella superpeie . 

Bappresenli ABCD [ pg. 70. ] la direttrice della superfi- 
cie cilindrica, ed AH la retta generatrice di essa ; e sia RQP 
il piano segante, il quale incontri quello della direttrice nel- 
la retta QP; c sieno A a d D , BAcC due piani paralleli con- 
dotti pe’ lati della superficie cilindrica , i quali interseghino 
il piano PQR nelle QR,ST, ed il piano della direttrice nelle 
QD,SC ; risulteranno simili i triangoli QDd,SCc,QAo,SBA, 
e però le ordinate AD , BC nella curva ABCD saranno pro- 
porzionali alle corrispondenti ad , bc nella seziooc abcd. 
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Laonde da ciascuna delia prima si passerà a ciascuna corri- 
spondente della seconda moltiplicandola per un rapporto , o 
cofficientc costante n , il quale non alterando in alcun modo 
il grado , e la forma dell’ equazione alla prima curva ABCD 
ove per la y vi s’ introduca la ny, farà si, che la nuova equa- 
zione corrispondente alla curva abed le sia anologa, e però 
questa della stessa natura , che la ABCD. 

221. Scoi. Adunque tutte le sezioni prodotte da piani 
in una superficie cilindrica debbono esser curve dello stesso 
genere . E però se una tal superficie avesse avuta per diret- 
trice un cerchio , le sezioni dovranno essere ellissi di diver- 
sa grandezza (*), c quelle prodottevi da piani paralleli iden- 
tiche tra loro; nè potranno esservi altre sezioni circolari, che 
nel solo cilindro obbliquo , come or ora mostreremo . E nel 
caso che il cilindro sia a base ellittica le sezioni prodottevi 
potranno essere ancor ellissi , o pur cerchi . Sul qual propo- 
sito stabiliremo i seguenti teoremi necessari a dilucidare que- 
sto argomento , che non solamente può occorrere in ricerche 
geometriche ; ma serve in varie applicazioni della Geometria 
descrittiva . 

TEOREMA III. 

222. In un cilindro retto a base circolare non vi può esse- 
re alcuna sezione, che sia cerchio , oltre le parallele alla base . 

Imperocché rappresenti AB[/iV/.7/.] quel diametro del cer- 
chio ABC , base del cilindro , eh’ c perpendicolare alla trac- 
cia QP del piano segante PQR,ncl piano del cerchio, sarà ab 
un diametro delle sezione corrispondente ad AB , il quale è 
sempre maggiore di quello, che gli è perpendicolare nel pun- 
to medio o , progettato nel centro del cerchio, e eh’ è quanto 

(') Rimangono da ciò comprovate le costruzioni de’ problemi 65. 67, 
e lemma iv, al n. 191. 
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il raggio di esso cerchio. Adunque una (al sezione non potrà 
essere , che un’ ellisse (221) dell’ asse maggiore ab , ede! 
minore quanto il diametro del cerchio base . 

123. Cor. £ si vedrà facilmente , che l’asse maggiore di 
quell’ ellisse stia al minore, o al diametro AB del cerchio , 
che ne rappresenta la projezione , come il raggio trigono- 
metrico al coseno dell’ angolo in cui inclinasi il piano segan- 
te la superficie cilindrica a quello della costei base. 

Il che potrà servire a sceglier tali piani seganti le super- 
ficie cilindriche a direttrici circolari , sicché le proiezioni 
risultino cerchi - 


TEOREMA IV. 

224. Nel cilindro a base ellittica possono aver luogo , per 
ogni punto dell' asse , due sezioni circolari . 

Cab. 1. Sia esso primieramente retto , e rappresenti ACB 
[ fìg.72.n.j .] la semiellisse direttrice della superficie cilindri- 
ca , col semiasse maggiore OC , ed AB b a il piano normale 
condotto per l’ asse minore AOB, al quale dovrà risultar per- 
pendicolare quello, che produca in essa una sezione circolare, 
se mai ve ne abbia, affinchè i piani verticali, condotti per le 
ordinate ED dell’ ellisse direttrice, dicno le ordinate corri- 
spondenti nel cerchio perpendicolari al diametro di esso, che 
risulterà dall’intersezione del piano segante col piano AB ba. 
Or preso nell’ asse della superficie cilindrica un qualunque 
punto o , si descriva da questo col raggio quauto OC il cer- 
chio a'b b'a, il quale intersegherà i lati A a, B b ne’ punti a, 
b\ a', b ; poiché il raggio OC è maggiore di OB , cioè della 
distanza tra 0 o, ed A a, BA : ed è evidente, che i piani con- 
dotti per le ab , a'b' perpendicolarmente a quello per le 
A a , BA debban produrre nella superficie cilindrica propo- 
sta due sezioni circolari. 

9 


Digìtized by Google 



♦30 


Geometria di Silo 


E lai costruzione non polendosi effettuare per qualsivo- 
gliano due diametri dell’ ellisse , poiché non posti ad angolo 
retto , come avviene pe’ soli assi, ne segue, che oltre le due 
già dette sezioni circolari , e le parallele ad esse (217) , non 
possano esservene altre . 

Cas. 2.Sia ora obbliqua la superficie cilindrica proposta, 
e s’ intenda segata da un piano pel punto 0 [fig. 72. n. 2.] 
perpendicolare a quello della sezione per 1’ asse ABia , il 
quale dovrà produrre nella superficie cilindrica un’ altra se- 
zione ellittica A'C’B', che potrà pure esser cerchio in un ca- 
so ; e per tal modo riduccndosi il proposto cilindro obbliquo 
a retto , la dimostrazione dell’ assunto rientrerà in quella del 
caso 1. 


TEOREMA V. 

225 .Segando una superfìcie conica con piani paralleli ; le 
sezioni risulteranno curve simili tra loro. 

Una tal verità risulta anche dalla genesi della superficie 
conica ; c può pure dimostrarsi nel seguente modo. 

Sieno RA, RB, RC [ fìg.73.] tre lati della superficie co- 
nica, i quali incontrino il perimetro di una delle sezioni pa- 
rallele fatte in essa ne’ punti A, B, C, quello dell’ altra in a, 
6, c, e giungansi le AB, BC, ai, bc, risulteranno queste ri- 
spettivamente parallele (16.EI.XI.) , e gli angoli ABC, aie 
uguali (15.EI.X1.) ; ed i triangoli BRC, ire essendo simili, 
sarà AB : ab :: RB : Ri . Ed essendo, per gli altri triangoli 
simili RBC , Rie, RB : Ri :: BC : ic ; si avrà BA : ba :: 
RC : ic , e permutando BA : BC :: ia : ic . E lo stesso con- 
tinuandosi a dimostrare per altri lati successivi tirati nella 
superficie conica , risulteranno iscritti nelle curve sezioni 
ABCD, abed due poligoni equiangoli , e co’ lati proporzio- 
nali intorno agli angoli uguali, e perù simili ; i quali sva- 
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Tienilo in quelle carré , quando que’ lati suppongaci evane- 
scenti , ne risulterà , che sieno queste ancor simili tra loro. 

226. Cor. Adunque le sezioni prodotte in una superficie 
conica da piani paralleli a quello ov’ è segnata la traccia , o 
direttrice di essa , saranno curve simili a tal traccia. Ed esse 
si descriveranno facilmente nel piano di questa, col mezzo del 
cor. al n.129, e nel modo, che verrà specificato qui appresso. 

227. Scol. Il piano della sezione abed parallela alla trac- 
cia ABCD della superficie conica, il cui vertice sia R, incon- 
tri F altezza RR' di essa in r , è chiaro , che condotta da R 
uno qualunque inclinata R'B alla traccia ABCD, e congiunto 
il lato RB , e la r'b , debba stare R'B : rb :: RR' ; Rr'.Ciò 
posto , se facciasi RR' : Rr' :: R'B : R'A' :: R'D : R ’d! , i 
punii b', d', e tutti gli altri in tal modo determinati , si ap- 
parterranno ad una enrva simile alla ABCD (cor. al n.129), 
ed identica alla abed , di cui ne sarà anche la projezione sul 
piano della traccia ABCD. 

Principio pel seguente lemma. 

228. Due curve di diversa natura non possono mai, ravvi- 
cinandosi co’ loro perimetri , confondersi C una nell’ altra . 

Dilucio. Imperocché essendo esse di diversa natura, non 
potrà mai l’ una scambiarsi nell’ altra pel semplice ravvici- 
namento ; sicché, per un esempio , essendo 1’ una intersega- 
bile da una retta nel numero n di punti , 1’ altra nel numero 
n •+■ m ; quella avvicinandosi a questa potesse acquistare di 
più quel numero m d’ intersezioni , che erano ad essa in- 
compatibili . 

0 pure essendo F equazione dell’ una di esse al grado n , 
F altra al grado n -}- w , 1’ una non potrà mai acquistare da 
se quel numero m di più di dimensioni , né perderle questa, 
sicché giugnessero ad essere identiche , e quindi a svanire 
1 una nell’ altra . 

** 


Digitizedby Google 



Geometria di Silo 


m 

229. €or. L aonde ogni qual volta due curve possano in un 
'qrataffqttc modo pervenire a confondersi , esse non potran- 
no essere, thè della stessa natura, come avviene delle diver- 
se curve segate in una superficie cilindrica ( tcor.2.n.220 ). 

teorema VI. 

230. Comunque seghisi con un piano una superficie coni- 
ca, la sezione è sempre della stessa natura , che la direttrice . 

Il piano PQS [ flg. 74. J segando la superficie conica 
1\ACB, che ha per direttrice la curva ABC, nel piano TQS, 
vi produca le sezione abe ; è chiaro , che , intendendo ri- 
volgersi il piano PQS iutomo alla comune sezione QS col 
piano 1 QS , finché coincida con questo , vi produrrà conti- 
nuamente altre sezioni , delle quali 1’ ultima sarà la stessa 
ABC. Adunque pel cor. prec. la curva aie , come qualun- 
que altra delle sezioni prodotte nella superficie conica dal 
piano segante PAS , o da un altro piano , dovranno essere 
della stessa natura , che la curva ABC. 

231. Scoi. Una tal proprietà rimane confermata dal co- 
noscersi già , che nella superficie conica a base circolare , 
le curve prodottevi da un piano , che la seghi ne’ diversi 
modi , che può ciò avvenire , sieno curve di uuo stesso or- 
dine. E come che tra esse han luogo le ellissi , potrebbesi , 
prendendo per direttrice P una di queste , applicare al cono 
a base ellittica la medesima genesi di curve coniche . Ma ciò 
verrà ancor meglio comprovato dal seguente 
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TEOREMA VII. 

232. In ogni cono a base ellittica , può sempre condursi h 
pel centro della base , un piano , che produca nella superfi- 
cie conica una sezione circolare. 

Cas. 1 . Sia BCB'C' [ fig. 75. ] là base ellittica di un co- 
no , che suppongasi retto ; e congiunto il sno vertice A col 
centro & dell’ ellisse , i cui assi sieno CC', BB' , sarà CO- 
perpendicolare alle AO, BIX, c quindi al triangolo per l assc- 
BAB' , e però a qualunque retta si tiri dal punto 0 nel pia- 
no di tal triangolo ; e per conseguenza anche alla NON' con- 
dotta tra’ lati AB , AB' di questo , con la condiziono, ohe 
sia OC’=^ON xON'; nel qual caso il piano per le CO, NON' 
produrrà nella superficie conica una sezione circolare. 

Cas. 2. Che se il cono proposto fosse scaleno, conducen- 
dosi pel centro 0 un piano perpendicolare all’ asse AO, que- 
sto vi produrrà generalmente una sezione ellittica ( lcor.6.) „ 
trasmutandolo in quello precedentemente considerato, se pur 
da esso non ne fosse risultato a dirittura la circolare . 

Adunque cc. 

233. Cor. Risulta dalla precedente dimostrazione , che il 
cono a base circolare , e quello a base ellittica non sono, che 
una medesima cosa, che si diversifica dalla sezione, che pren- 
desi per base . £ lo stesso potrebbe ancor dimostrarsi per 
quelita base parabolica , o iperbolica. 

234.ScoL.Nel cono a base circolare, è già noto dalle Sez. 
Con. (§§.17,24,25,27 voi. III. Cors. geom.) potersi ottenere, 
secondo il modo di segarlo, le così dette sezioniy o curve coni- 
che ; ed in quello obbliquo anche un’ altra serie di sezioni 
circolari diversa dalle parallelle alla base, che diconsi succon- 
trarie : e poiché ogni cono a base ellittica può ridursi a quello 
a base circolare, assegnando in esso, tra le infinite sezioni ellit- 
tiche quella che sia cerchio , come or ora abbiamo dimostra* 
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to ; però si potrà egualmente conchiuder per questo ciò , che 
finora si è detto del primo , essendo essi sempre una sola , e 
stessa superficie conica- 

PROPOSIZIONE LXXV. 

PROBLEMA- 

a35. Costruire l’ intersezione di una data super- 
ficie cilindrica , con un piano di sito , perpendico- 
lare a quello di projezione verticale (*). 

Cas. 1. La generatrice della superficie cilindrica sia pri- 
mieramente perpendicolare al piano orizzontale , in cui ne 
rappresenti cch [ fìg,76. n.1 .] la traccia di quella , che sarà 
anche la projezione della curva segnatavi dal piano segante , 
nella cui traccia verticale F'p cadrà la projezione della cur- 
va di sezione . E però avendosi le projezioni orizzontale , e 
verticale della propesta intersezione, ne sarà di essa dato il 
sito , e la configurazione (pr.34.) 

Cas. 2. Che se la generatrice pougasi obbliqua al piano 
orizzontale , ove ne sia cch [fig.76.n.2.~[ la traccia della su- 
perficie cilindrica, ed fF', perpendicolare alla LM , quella 
del piano segante, cui siesi stabilito perpendicolare il piano 
di projezione verticale: in tal caso preso nella traccia tch ua 
qualunque punto n , si assegnino le projezioni no, NV del 
lato della superficie cilindrica passante per n; di esse la verti- 
cale N'o' in ter segando la F'p vi segnerà il punto y projezio- 
ne verticale di quello P, in dove un tal lato incontrava la cur- 
va di sezione, cioè del punto P di questa ; e projettato il pun- 


(*) Siccome può sempre darsi luogo a questa condizione . senza 
render particolare il problema, l'abbiamo stabilita nel proporlo . 
Lo stesso po' seguenti due . 
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to p' in p sulla no , ne sarà p la corrispondtnto projeziond 
orizzontale . Determinando similmente la projezione oriz- 
zontale di ogni altro punto di quella sezione, si verrà : ad ot- 
tenere la sua projezione orizzontale rappresentata dalla car- 
ta , Che passa per tutti siffatti punti. E la verticale pet* cia- 
scuna parte di essa , o per tutta , se sarà terminata , cadrà 
nella F'f; e vi sarà terminata ne’ punti ove essa viene incon- 
trata dalle tangenti la traccia orizzontale ce h perpendicola- 
ri ella LM , prodotte fino all' incontro con la F'f . Laonde 
una tal sezione sarà graficamente assegnata ( pr.34. ). 

23C. Scol. 1. Volendo esibire 1’ effettiva curva d’in- 
tersezione , è facile comprendere , che per ciascun punto »' 
[fig.n. i. ] della sua projezione verticale corrispondendovi 
un’ ordinala uguale alla Vkh, che dal punto I' projezione di 
i' applicasi Della projezione celi di tal curva, si otterrà quel- 
1’ ordinata , elevando da /'alla F'f la perpendicolare ,'KH 
uguale alla Vkh, e prendendovi le i'K, ,'ìj uguali rispettiva- 
mente alla l' k , l'A ; saranno K , H punti appartenenti alia 
curva effettiva di sezione; e similmente per gli altri. La qual 
costruzione risulta in qncsto caso più agevole dell’ altra ge- 
nerale esibita nella prop. 34. 8 

237. Scol 2. Che se voglia assegnarsi graficamente la tan- 
gente della curva di sezione in un qualunque punto di essa ; 
c chiaro aver quella per projezione orizzontale la tangente 
la curva di projezione corrispondente in quel punto di°css a , 
eli e projezione del dato ; e la projezione verticale dover 
cadere nella traccia verticale del piano segante . Adunque 
una lai tangente rimarrà determinata ( pr. 13.) . E sarà fa- 
cile trasportarla sulla curva effettiva di sezione , quando 
non si voglia direttamente tirarla a questa , pel punto asse- ‘ ' 
gnato in essa. 
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PROPOSIZIONE LXXVl. 

PROBLEMA. 

a 38. Costruire 1’ intersezione di una superfìcie 
conica data di sito , con un piano di sito , perpen- 
dicolare a quello di projezione verticalei 

Sieno a , a' le proiezioni del vertice A [fig-77."\ della su- 
perficie conica , e pqp la sua traccia orizzontale ; e sia E'/* 
la traccia orizzontale del piano segante f'F'f , Y'f la vertica* 
le , nella quale , pel silo assegnalo a tal piano, dovrà cade- 
re la projezione dell’ intersezione da costruirsi . 

Or si tiri per a una qualunque corda paq nella Curva pqp\ 
e projettati i punti p, q in P',Q', congiungansi le Fa', Q 'a'» 
che saranno le proiezioni verticali de’ due lati della super- 
ficie conica passanti per p , q ; ed i punti r', s' oV f essi in- 
contreranno la F'f 1 saranno per conseguenza le proiezioni de’ 
punti R, S, ove que lnli incontrano la curva di sezione, cioè 
di due punti R , S di questa : c projettati i punti r , s' io 
r , s sulla ras , ne saranno essi le rispettive projezioni o- 
rizzontali . Nel qual modo determinando gli altri punti di 
questa projezione , essa verrà ad esibirsi. Quindi si sarà ot- 
tenuta la grafica costruzione dell' intersezione proposta. 

239. Scol. 1. L’esibizione della curva effettiva di sezio- 
ne rientra nello scoljo \ . del problema precedente, riducen- 
dosi ad assegnar quella del proposto piano segante , con la 
superficie cilindrica verticale , che tiene per direttrice la 
projezione orizzontale , poc’ anzi costruita , di un tal piano 
con la superficie conica. 

240. Soot.2. La tangente per un punto R della curva di 
sezione , avendo per projezione orizzontale la tangente la 
projezione corrispondente di tal curva nel punto eh’ è pro- 
jezione del dato, rimane però esibita. Ed il punto ov’essa in- 
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conira il piano orizzontale sarà quello ove la sua proiezione 
incontra la F'f traccia corrispondente del piano segante 

PROPOSIZIONE LXXVII. 

TEOREMA. 

a4* .Costruire l’ intersezione di una superficie di 
rivoluzione data di sito , con 1’ asse verticale , e di 
un piano dato di sito , perpendicolare al verticale di 
projezione. 

La traccia verticale F '/* [ fiS-78. ] del piano di sito incon- 
tri la projezione verticale della generatrice della superficie di 
rivoluzione ne’ punti c', e', che dinoteranno gli estremi della 
projezione verticale ce' della curva di sezione prodotta dal 
piano segante fY'f' nella superficie proposta (*). E l’ asse di 
questa incontri il piano orizzontale in a. 

Si prenda nella c’c' un qualunque punto pel quale con- 
ducasi la l'g'd'm ' parallela alla LM , comune sezione de’ pia- 
ni ortogonali , sarà A'g’ il raggio di quel cerchio , che cor- 
risponde nella superficie di rivoluzione all’ altezza A ’d' sul 

(*) In una superficie di rivoluzione , che segata da un piano, dà sem- 
pre luogo ad una curva rientrante in se medesima, si possono assegna- 
re gli estremi della projezione verticale della curva di sezione , da’ 
quali rimangono ancor fissati quelli corrispondenti dell’ orizzontale . 
Non cosi però ne’ due precedenti problemi, per le superficie cilindrica, 
e conica , per le quali si potranno ancho assegnare sol quando la trac- 
cia orizzontale di esse sia una curva rientrante in se medesima . Ed il 
modo di assegnarli si è di tirare alla loro traccia le tangenti perpendico- 
lari alla comune sezione de’ piani di projezione ; indi, pe punti ove que- 
sto T incontrano, assegnare le projezloni verticali de’lati delle superficie 
corrispondenti a’ punti de’ contatti nulla sua traccia ; queste interse- 
gando la traccia verticale del piano di sito vi segneranno gli estremi 
della projezione verticale da costruirsi , 
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piano orizzontale, il centro del quale è projellato in a , e la 
cui projezione orizzontale ollerrassi , descrivendo in tal pia- 
no col centro a , intervallo d'g' il cerchio ghk. Ed è anche 
chiaro, che 1’ ordinata a quel cerchio pel punto avrà per 
sua projezione la Ykh , ordinata corrispondente al cerchio khg 
pel^punto V projezione di i'. Or quell’ ordinata dovendo esi- 
stere nel piano segante proposto, all’ altezza orizzontale «'I', 
o sia d' A', i punti dov’essa incontra il cerchio, i quali hanno 
per projezioni gli altri K, 4, ove la Ykh incontra il cerchio 
khg projezione di quello, saranno due punti della curva di 
sezione da costruirsi . E similmente determinando le proje- 
zioni orizzontali di altri punti di tale intersezione , si ot- 
terrà la sua projezione orizzontale dalla curva , che passa 
per tutte le projezioni k, h , determinate nel modo poc’ an- 
zi detto . E come che di essa n’ era data la projezione ver- 
ticale ; risulterà perciò dato il suo sito , e la configurazione 
( Pr34 •) 

242. Scol. L’esibizione dell’ effettiva curva di sezione, e 
la tangente a questa in un punto dato , si eseguiranno come 
negli scoi j alla prop. LXXV- 
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CAPITOLO XIII. 

DELLE INTERSEZIONI DELLE SUPERFICIE CURVE. 

243. Assegnati i determinanti del sito di dne superficie cur- 
ve ( pr.46 .) ; se mai esse incontrinsi, dovrà da quelli risulta- 
re il sito dalla linea di loro intersezione ( dcf\2. ) , ed i de- 
terminati di questa ; della qual ricerca ci occuperemo nel 
presente capitolo. 

Or siccome una tal linea d’ intersezione dee trovarsi ad un 
tempo nelle due superficie intersegantisi , però essa , in ge- 
nerale , dee partecipare delle curvature di ciascuna , da che 
tali linee prendono la denominazione di curve a doppia cur- 
vatura . Possono però in alcuni casi , per la particolar na- 
tura delle superficie curve intersegantisi , o per la loro spe- 
ciale posizione , i loro incontri essere curve piane , come so- 
no quelli di due sfere ; o anche linee rette , come per l’ ap- 
punto le intersezioni di due superficie cilindriche a lati pa- 
ralleli , o di due coniche col vertice comune . £ può anche 
avvenire l’ incontro di due superficie in un punto , ov’ esse 
tocchinsi a vicenda , come se n’ è veduti esempj per le sfere 
nel cip. X. 


PROPOSIZIONE LXXVIII. 

PROBLEMA GENERALE. 

a44* Abbozzare il metodo generale per costrui- 
re l’intersezione di due superficie curve date di si- 
to , e di forma , le quali s’ intersecano. 

Concepiscaci esse superficie segale da una serie di piani, 
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i quali serbino lutti nello spazio una stessa posizione deter- 
minata , cioè sicno tutti paralleli ad un piano di sito, o pas- 
sino tutti per una retta data di posizione . Scelgansi però ta- 
li piani seganti in modo , che le intersezioni di essi con cia- 
scuna delle proposte superficie interseganti sieno facili a co- 
noscersi , ed a costruirsi. Ciò posto , per ognuno di questi 
piani seganti si determinino i punti , ne’ quali s’ intersegano 
le projezioni delle linee curve da essi prodotte, nelle super- 
ficie curve proposte , che saranno precisamente le projezio- 
ni di que’ punti , che in tal piano segante si trovano esser co- 
muni a tali superficie ; la curva, o que’ rami di enrva , che 
passerà , in ciascun piano di projezione , per tutti que’ pun- 
ti , che eoi precedente metodo si saranno esibiti su di esso , 
sarà la projezione corrispondente dell’ intersezione da co- 
struirsi. 

245. Scol. Il metodo esposto , nel precedente problema 
generale , applicabile ad ogni quistione ove propongasi a 
costruire 1’ intersezione di due superficie curve , ha però bi- 
sogno di molta perpicacia di chi lo adopra , per essere van- 
taggiosamente usato : poiché esigendosi per esso , come si 
è veduto , a fin di determinare que’ punti dell' intersezione 
di due superficie curve , che ritrovansi in uno stesso piano se- 
gante , di costruire le due linee da questo in quelle rispettiva- 
mente segnate; sarà tal costruzione tanto più comoda, ed ele- 
gante , quanto più facili ad esibirsi sono le projezioni di que- 
ste linee, le quali in molli casi , scegliendosi convenevolmente 
i piani seganti , non sono che rette, e cerchi , e quindi capaci 
ad essere esibite con un moto facile, e continuo. Bisogna dun- 
que, prima d’ imprendere la soluzione di un problema di que- 
sto genere , meditar bene sulla genesi delle superficie delle 
quali si vuol determinare l'intersezione, e sulla scelta de’piani 
seganti ; affinchè il melode- proposto , per costruirne l’ inter- 
sezione , il quale di sua natura c lungo , c penoso, riesca in 
pratica della maggior faciltà , ed eleganza possibile . E lal- 
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volta , per riescir meglio nella soluzione di uno di questi 
problemi , bisognerà rinunziare al sistema de’ piani seganti , 
ed impiegare superficie curve , le cui intersezioni colle pro- 
poste sieno più facili a determinarsi , che quelle de’ piani ; 
del che se ne vedrà qualche esempio più appresso. 

PROPOSIZIONE LXXIX. 

PROBLEMA. 

Tirare la tangente per un punto dato all’ in- 
tersezione di due superficie curve. 

Cas. 1. Se non siesi costruita l’ intersezione di tali super- 
ficie, basta considerare, eh’ esistendo una tal curva nell’ uua 
delle superficie proposte , la tangente di essa , in un punto 
dato , dovrà cadere nel piano , che tocca la superficie in 
quel punto. E lo stesso dovendo avvenire per l’ altra , ne se- 
gue , che la tangente cercata debba essere l’ intersezione di 
tali due piani. 

Cas. 2. Che se la curva d’ intersezione siesi esibita , le 
projezioni della tangente saranno rispettivamente le tangenti 
le projezioni ne’ punti , che sono le projezioni del dato. 

247. Scol. Questo problema generale ci risparmierà una 
tal ricerca problematica ne’ seguenti problemi. 

PROPOSIZIONE LXXX. 

PROBLEMA. 

1 48. Costruire l’intersezione di due superficie ci- 
lindriche date di sito. 

Le due curve xgv , zfu [ fìb.79. ) rappresentinole trac- 
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ce di esse superficie su di uno stesso piano di projezione , e 
le cd , C 'd' sieno le proiezioni di quella retta alla quale & 
eostantemente parallela la generatrice della superficie cilin- 
drica , che ha per traccia xgv ; ab , A 'b' quelle dell’ altra 
retta cui è costantemente parallela la generatrice della super- 
ficie cilindrica della traccia zfu . Si tiri per questa retta un pia- 
no parallelo alla prima(pr.39.),e di un tal piano ne sia ae la 
traccia su quello di projezione ove esistono le curve xgv t 
zfu ; ed a questa ae si tirino, nello stesso piano di projezione, 
quante si vogliano parallele fk, che interseghino le due trac- 
ce xgv , zfu , per ciascuna delle quali si concepisca condot- 
to un piano parallelo a quello , che passava per la ae . È 
chiaro, che ognun di tali piani intersegherà le due superficie 
cilindriche proposte in que’loro lati , che passano pe’ rispet- 
tivi punti f , h , g , k , ne’ quali le due curve xgv , zfu 
sono segate dalla corrispondente retta fg : cd è anche chia- 
ro , che si apparterranno all’ intersezione da costruirsi qae’ 
puntine’ quali questi Iati s’ intersegano , ove ciò avvenga . 

Per esibir tali punti d’ incontro , si tirino pe’ punti f , h 
le rette f /, lim parallele alla ab ; saranno esse le projezioni 
corrispondenti , sul piano della traccia zfu , di que’ lati del- 
la superficie cilindrica di questa traccia , che 1’ inconlrano 
ne’ punti f,h:e projetiando questi punti in F' , H' , sul- 
1’ altro piano di projezione , le parallele FT , HW con- 
dotte per F' , H' alla A 'A', dinoteranno le projezioni corri- 
spondenti de’ suddetti lati di tal superficie cilindrica . Simil- 
mente , determinando sul piano di projezione ove esiste la 
xgv le projezioni gi , kn di que’ lati della superficie cilindri- 
ca di questa traccia , che passano pe’ punti g ,k , e poi le 
corrispondenti projezioni G'i', K ’n di essi sull’ altro pia- 
no di projezione ; i punti p , q , r, » ove s’ intersegano , su 
di un piano stesso di projezione , quello delle curve xgv , 
tfu , le projezioni corrispondenti de - lati dell’ una , e del- 
I" altra superficie cilindrica , dinoteranno su questo piano le 
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projezioni de’ punti comuni a que’ lati di esse superficie ; e 
quindi alle medesime , nel piano condotto per la retta fk. E 
similmente gli altri punti p',q',r',s' ove s’ inlersegheranno , 
sull’ altro piano di projezione , le corrispondenti projezioni 
de’ suddetti lati , saranno le altre projezioni de’ punti stessi. 

Laonde se ciò si continui a fare , la curva che si condurrà 

per tult’ i punti p, q,r, s così determinati, sarà nel 

piano di questi , la projezione dell’ intersezione delle due 
superficie cilindriche date : e l’ altra curva , che passa per 

tutti gli altri punti p',q',r, s' dinoterà 1’ altra prò- 

jezione dell’ intersezione stessa. 

449. Scol. Siccome i limiti del sistema di piani seganti 
le due superficie cilindriche proposte debbono esser que’ pia- 
ni condotti ad esse , i quali sono paralleli al piano di sito, 
che ha per traccia la ac, e che sono gli ultimi ad inlersega- 
re le due superficie cilindriche ; così vedcsi, che i limiti del 
sistema di rette parallele alla a e, che debbono condursi nel 
piano di projezione delle curve zfu , xgv , per effettuare la 
soluzione del precedente problema, sieno rappresentati dalle 
ultime rette parallele alla ac , ebe incontrano le curve sud- 
dette : e quelle potranno essere tangenti 1’ una curva , e se- 
ganti 1’ altra , o auche tangenti ad esse comuni. 

La ricerca di questi limiti nel costruir le intersezioni di 
due superficie curve , in generale , è essenzialissima a pre- 
mettersi , per non cadere in operazioni superflue . 

Inoltre convien osservare, che la curva che passa pe’punti p, 
q, r, $... e similmente l’ altra per gli altri punti p', q' 
potrà costare di un ramo solo , o pur di due , o anche di più 
distinti tra loro ; il che dipende dalla diversa posizione , e 
natura delle superficie intersegantisi. 
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PROPOSIZIONE LXXXI. 

PROBLEMA . 

Costruire l’ intersezione di due superficie 
coniche date di sito. 

Sieno a , a' , [ fig. 80. ] le projezioni del vertice di una 
delle due superficie coniche , ed xgv la sua traccia sudi u- 
no de’ piani di projezione : sieno poi b , 4' le projezioni del 
vertice dell’altra superficie conica , c zfu la traccia di essa 
sul piano stesso della precedente. 

Si prenda per direttrice de’piani seganti quella retta , che 
unisce i vertici delle due superficie coniche , e che ha per 
sue projezioni le ab, ab' ; che perciò se determinisi il pun- 
to i ove tal retta incontra il piano delle tracce xgv , zfu 
(pr.46.)-, la traccia su di questo di un qualunque di que’piani 
seganti potrà dinotarsi con una retta qualunque if tirata per 
lo punto i in modo, che ineonlri le due tracce delle superficie 
coniche proposte ; ed i punti f, h, g, k ove queste sono se- 
gate dalla if saranno quelli per dove passano que’lati di esse, 
eh’ esistono nel piano segante corrispondente , ed i quali 
avranno per loro projezioni, sul piano della if, 1 e g a , k a • 
fi , hb . li aonde i punti p ,q , r , s ove le precedenti proje- 
zioni di que’ lati s’ inlcrscgano , saranno le projezioni cor- 
rispondenti di quelli altri uc’ quali s’incontrano i suddetti la- 
ti , o sia de’ punti comuni alle due superficie coniche propo- 
ste , nel piano da cui si sono fatte segate. Se dunque si con- 
tinui la stessa costruzione , si verrà a determinare una serie 
di punti p , q , r , s , pe’ quali facendosi passare una curva, 
sarà questa la projezione dell’ intersezione da costruirsi , 
nel piano della i f. 

Per aver poi 1’ altra di tali projezioni , c chiaro , che bi- 
sognerà projettare , per ogni retta if, che si è tirata, i punti 
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f, h , g, k, sull’ altro piano di projezione , in F', II', G',K/, 
congiuntele F 'b', H ’b’ ; G'a', K'a'; saranno queste le altre 
projezioni corrispondenti di que" lati delle superficie coniche 
date , che ritrovansi nel piano segante condotto per i f. Ed 
i punti ove tali projezioni s’ intersegano, saranno 

le projezioni , su quest’ altro piano di projezione , dell’ in- 
tersezione di que’ lati, e quindi de’punti, che in tal piano si 
trovano esser comuni alle due superficie coniche date. Laon- 
de la curva, che passerà per tutti questi punti così determi- 
nati , sarà l’altra projezione cercata della curva d’intersezio- 
ne da costruirsi. 

251 . Scol. A questo problema , ed a’ seguenti potrà a- 
datlarsi , convenevolmente modificandolo , ciò che si è det- 
to nello scolio al precedente. 

* PROPOSIZIONE LXXXII. 

PROBLEMA. 

a5a. Costruire 1’ intersezione di una superficie 
conica dato di sito , con una superficie cilindri ca 
similmente data. 

Prendasi l’ un piano di projezione perpendicolare alla ge- 
neratrice della superficie cilindrica , esieno acb [ flg . 84. \ 
la traccia di questa superficie su tal piano, degf quella del- 
la superficie conica , ed h , h! le projezioni del suo vertice. 

Si concepisca passare per 1’ altezza di tal vertice sul pia- 
no delle tracce acb , degf un sistema di piani seganti , la 
traccia dell’ un de’ quali sul piano stesso di projezione sia la 
retta heg ; il punto c ove questa retta intersega la traccia acb 
di essa , sarà la projezione di quel lato della superfìcie sud- 
detta , che si trova in tal piano segante , ed incontra la trac- 
cia acb in c : ed abbassando da c sulla LIVI la perpendico- 
lo 
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ìore indefinita e C 'e', sarà CV la corrispondente projczionc di 
«{nel lato sull’altro piano di projczionc. Inoltre si projelti il 
punto g , ore la stessa retta heg interseca la traccia dolla su- 
perficie conica , in G' sull’ altro piano di projezione , e con- 
giungasi la G'A'; saranno le hg, A'G' le corrispondenti pro- 
iezioni del lato della superficie conica, eh’ è nello stesso pia- 
no segante , ed il quale incontra la traccia in g . Laonde il 
punto p', ove intersegansi le C'c' , G 'li , sarà la projezione 
del punto d’ intersezione di que’ lati delle due superficie 
curve proposte , i quali trovansi nello stesso piano segante 
condotto per la Ay.E determinando similmente altri di questi 
punti p’ \ la curva condotta per essi disegnerà una delle pro- 
iezioni dell' intersezione cercata , c quindi questa si sarà 
costruita , mentre 1’ altra projczionc di essa , per la maniera 
come si è stabilito il piano di projezione delle tracce acb , 
degf , cade nella stessa traccia acb della superficie cilin- 
drica ; c non resta al più , che limitarne il corso quando ciò 
abbia luogo . 

PROPOSIZIONE LXXXIII. 

PROBLEMA. 

253. Costruire 1’ intersezione di una superficie 
cilindrica data di sito con un altra di rivoluzione 
intorno ad un asse verticale , anche data di sito . 

Sieno gh , g'h! [ fig.82. ] le projozieni di quella retta cui 
è parallela la generatrice della data superficie cilindrica , 
ed a b c dinoti la traccia di essa su quello de’ piani di proje- 
zione cui è perpendicolare in d l’ asse della data superficie 
di rivoluzione. Sia inoltre e'd'f la projezione della genera- 
trice di quest’ altra superficie sopra un piano perpendicolare 
al primo , c la projezione del suo asso su questo stesso pia- 
no sia la D 'd' perpendicolare alla LM . 
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Ciò posto , si tiri nella curva c'd'f" 1' ordinala m’I’ at- 
1’ asse D 'd ' , per la quale suppongasi condotto un piano o- 
rizzontale ; un tal piano segnerà nella superficie di rivoli 
rione un cerchio del raggio m'n , che avrà per proiezio- 
ne orizzontale il cerchio psr descritto col centro d, e co! 
raggio m'n. Inoltre col cateto n'D', e con 1’ angolo opposto 
ad esso , uguale a quello in cui inclinasi al piano orizzonta- 
le la generatrice della superficie cilindrica ( 91 ) , si descri- 
va il triangolo n'D'X', e tagliata la bg uguale alla D'X' , si 
descriva per g la curva gpq identica all’ altra abe ( 219 ) ; 
sarà questa la projezionc della comune sezione del piano o- 
rizzontale condotto per la mi' con la superficie cilindrica ; 
e perciò i punti p, q, ov’ essa inlersega il cerchio psr , sa- 
ranno le corrispondenti projezioni orizzontali di que’ punti 
comuni alle due intersezioni prodotte da quel piauo segante 
nelle superficie curvo proposte, ciac di que’ punti, che sono 
ad esse comuni in tal piano. E projettandosi questi punti p,q 
inp', q' sulla ni V nell’ altro piano di projezionc , si avran- 
no le corrispondenti projezioni verticali de’ punti suddetti 
delle superficie proposte . Laonde , continuandosi la stes- 
sa costruzione, si verrà in tal modo ad assegnare una serie di 
punii p, q sul piano orizzontale , ed un’altra corrispondente 
p', q sul verticale ; c facendo passare una curva pc’ primi 
di essi , ed un’ altra pe’ secondi , saranno queste le rispetti* 
ve projezioni dell’ intersezione cercata . 


♦ * 
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PROPOSIZIONE LXXXIV. 

problema. 

254. Costruire l’ intersezione di una superficie 
cilindrica , e di un’ altra sferica , date di sito. 

Questo problema non è ebe un semplice caso del preceden- 
te, nella cui soluzione rimane compresa la sua ; che può pe- 
rò , per la specialità di natura della superficie sferica , co- 
struirsi graficamente, in modo più facile, prendendo la gene- 
ratrice della superficie cilindrica perpendicolare al piano di 
projezione orizzontale . Poiché , in tal caso , la proiezione o- 
rizzontalc della comune sezione di ciascun piano segante con 
la superficie cilindrica , sarebbe la stessa traccia di questa ; 
e tal traccia rappresentando ancora la projezione orizzontale 
dell’ intersezione da costruirsi , di questa projezione non sa- 
rebbe stato bisogno , clic di fissarne solamcnti i limiti , la 
qual cosa facilmente si vede come debbasi eseguire . Laonde 
la presente ricerca si ridurrebbe a determinare la sola proje- 
zione verticale , la quale ottcrrebbcsi come nel problema pre- 
cedente (*) . 


AL ITER. 

255. Rappresenti chkc [ fìg. 83. ] la traccia orizzontale 
della superficie cilindrica verticale, che sarà ancor quella del- 
I’ intersezione da costruirsi , cd a , a' sieno le projezioni ri- 
spettive del centro della sfera data , di cui ne sia il cerchio 
bfc la projezione orizzontale, cioè quella del suo cerchio ge- 

(*) La stessa costnizione avrebbe anche luogo per una qualnnque su- 
perficie di rivoluzione , nel caso , clic la generatrice delia superficie 
cilindrica fosse ancor essa verticale . 
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neratore nel piano parallello all’ orizzontale , che passa pel! 
suo centro A. 

Si tiri nel piano orizzontale nna qualunque retta Im paral- 
lela alla LM , clic incontri ad un tempo le due curve chkc , 
bfg y della quale è facife conoscerne i limiti >. c per essa 
si concepisca condotto il piano parallelo al verticale di pro- 
jezione , che dovrà incontrare la superficie cilindrica ne due- 
suoi Iati , che passano pe’ punti h , k , in dove la l m intcr- 
sega la sua traccia , e la sfera nel cerchio del raggio dg 
orizzontalmente progettato nella Un , e verticalmente nell’ i- 
dentico cerchio K k' k' h! , col centro a' ; sul quale projet- 
tando i punti h , k, saranno i punti h' , hf ; k’ , k' , le pro- 
iezioni verticali dì altrettanti punti esistenti nel proposto pia- 
no segante , e comuni alle due superficie date , cioè dell’ in- 
tersezione da costruirsi . Nel qual modo determinando le 
projezioni verticali degli altri punti di tal intersezione ; la 
curva , o le curve condotte per essi rappresenteranno la pro- 
iezione verticale delPintersezionc da costruirsi. 

256. Scol. Per mezzo del precedente problema può gralì- 
fìcaifientc costruirsi 1’ elegantissima soluzione del Yiviani al 
■uo enigma geometrico della volta emisferica quadratale, che 
enuncieremo nel seguente modo geometrico : Segnare nella 
superficie di un cmìsl'ero due curve identiche , e tali , clic la 
rimanente superficie di esso risulti assolutamente quadrabilc . 
11 quale da lui vedesi ridotto a perforare t emisfero con un. 
cilindro retto , che abbia per direttrice del suo hito quel cer- 
chio , il etti diametro c il raggio del ? emisfero , eh' è perpen- 
dicolare al cerchio che nè basc t nel centro di esso. 
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PROPOSIZIONE LXXXV. 

PROBLEMA . 

a 57 . Costruire l’ intersezione di una superficie di 
rivoluzione data di sito , intorno ad un asse vertica- 
le , con una superficie conica anche data di sito. 

Il punto d [ fìg-84. ] sia la proiezione orizzontale del- 
I’ asse della superficie di rivoluzione data, la retta D 'd per- 
pendicolare alla LM sia la corrispondente projezione verti- 
cale dello stesso, e la curva g'd’f' sia la'projeziono verticale 
della generatrice della proposta superficie di rivoluzione, al- 
lorché, nel suo rivolgimento intorno all’ asse, trovasi in un 
piano parallelo a quello di tal projezione ; 1’ altra curva cibo 
poi dinoti la traccia della data superficie conica , il cui ver- 
tice sia progettato in c , c . 

Si tiri , nel piane verticale, una qualunque retta Yni pa- 
rallela alla LM, che prendasi per la traccia di un piano oriz- 
zontale , il quale interseghi le due proposte superficie ; sa- 
rà un cerchio la comune sezione di esso col solido di rivolu- 
zione , ed avrà per raggio la scmiordinata n’m! nella curva 
g’d'l', e per projezione orizzontale 1’ altro cerchio qps, de- 
scritto col raggio suddetto , e col centro d . Or lo stesso 
piano segante segnerà nella superficie conica una curva simile 
alla traccia ab c di questa (225 ) , e che avrà per projezione 
una curva identica ad essa , la quale si otterrà come nello 
scolio al num.227 : sia questa la curva pk q. E chiaro , che 
i punti p, q , ove la curva pkq intersega il cerchio pqs , sie- 
pe le projezioni orizzontali corrispondenti di que’ punti ne’ 
quali s’ intersegano nello spazio la comune sezione del piano 
segante condotto per la l'm' , con le due superficie date, o sia 
que' punti comuni a queste, i quali esistono in un tal piano ; 
c p' } q ne dinoteranno le corrispondenti projezioni verticali. 
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E determinando in simil modo una serio di punti, come p, 17 , 
sul piano orizzontale , ed altrettanti come p q' sul verti- 
cale di proiezione ; la curva , o i rami di curva, che passerà 
pc’ primi , sarà la projezione orizzontale dell’ intersezione 
da costruirsi , c 1 ’ altra condotta pe’ secondi ne sarà la corri- 
spondente projezione verticale ; che perciò rimarrà risoluta 
il presente problema . 

PROPOSIZIONE LXXXVI. 

TEOREMA. 

2 58. Costruire l’intersezione (li una superficie Cò- 
nica data di sito con quella di una sfera similmen- 
te data. 

Gas. 1 .Primieramente il vcrtico A del cono sia centro del- 
la sfera, e ne sieno a y a' [ fuj.85.'\ le proiezioni ; nqd dinoti 
la traccia orizzontale data della superficie conica , a'm' il 
raggio della sfera, c ’l cerchio l'f'ij'm' la projezione vellicar 
le di essa . Ciò premesso , si concepisca passare per I' altez- 
za orizzontale A a del punto A una serie di piani , che sa- 
ranno tutti verticali. , e ciascuno di loro inlcrseghcrà la 
superficie conica iu un sistema di rette , projeltale oriz- 
zontalmente nella traccia orizzontale del corrispondente pia- 
no segante , eia superficie della sfera in un cerchio massimo; 
cd i punti ne' quali s incontreranno, per ciascun piano , quel- 
le rette , e questo cerchio , si. apparterranno all’ intersezione 
da costruirsi . 

Rappresenti la retta nad la traccia orizzontale di uno di 
questi piani; dovranno le generatrici nelle quali esso in- 
contra la superficie conica passare per n , d , ed esser pro- 
iettale sull» nd : cd abbassando da que’ punti sulla EM le 
perpendicolari nK' , d D' , congiunte le NV ; DV , dina 
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teranno queste le rispettive projezioni verticali di quelle 
stesse generatrici . 

Per costruire que’ punti in dove tali rette incontrano la 
circonferenza del cerchio segnato nella sfera dal piano stes- 
so ; si tiri per a la retta fag parallela alla LM , e poi s’ in- 
tenda il proposto piano segante rivolgersi intorno alla \ a , 
finché la nd coincida con la fg',b chiaro, che in tal movimen- 
to non si varierà l’altezza orizzontale di essi punti d’ interse- 
zione; che i punti n, d descrivendo gli archi circolari dg,nf 
verranno ad applicarsi in g , f sulla f g ; e che progettando 
questi in G',F', le G / <z',F'a / dinotino le projezioni verticali 
delle generatrici della superficie conica , che passavano per 
d , n , nel nuovo sito che ha preso il piano segante che le 
contiene. Inoltre i punti g ov’esse intersegheranno rispet- 
tivamente la circonferenza l'f'g'm che 6 la projezione verti- 
cale dell’ intersezione di esso piano colla superficie della sfe- 
ra , considerata anche nella posizione, che ha presa in virtù 
del movimento del piano , saranno le projezioni verticali 
depunti dell’ intersezione dimandata , considerati anche nel- 
la nuova posizione di un tal piano . Il perchè le projezioni 
di essi punti nel vero loro sito dovranno esistere nelle paral- 
lele g'h' , fk' alla LM , tirate pe’ punti g' , f ; ed esser 
perciò i punti A', k\ ove queste rette incontrano rispettiva- 
mente le D 'a' , NV , che doveano pur contenerle : e se 
projetlinsi i punti A', k' sulla nd in A , k ; saranno questi le 
corrispondenti projezioui orizzontali degli stessi punti d’in- 
tersezione . Laonde facendo passare una curva per t ult’ i 
punti h' , k' determinali nel modo stesso , ed un' altra per 
tuli’ i punti A, k ; saranno queste le rispettive projezioni del- 
l’ intersezione da costruirsi . 

Cas. 2. Che se le due superficie proposte non sicno con- 
centriche : si prenda per direttrice de' piani seganti la retta, 
che unisce il centro della sfera col vertice del cono, c stabi- 
liscasi il piano di projezione verticale parallelo a questa ; sa- 
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ranno pure linee rette le intersezioni di ciascun piano se- 
gante con la superficie conica , e cerchi massimi quelle che 
han luogo colla sfera ; e tutta la soluzione si condurrà come 
nel caso precedente. 

PROPOSIZIONE LXXXVII. 

PROBLEMA. 

359. Costruire 1 ’ intersezione di due superficie 
di rivoluzione. 

Sol. Cas. 1 . Abbiano primieramente tali superficie i loro 
assi in un piano stesso , e suppongasi un di questi perpendi- 
colare al piano orizzontale , e ’l piano verticale parallelo a 
quello , che vicn determinato dagli assi stessi. 

Ciò posto , sia a [ ftg.86.J la projezione orizzontale del- 
l’asse verticale, A'a' la projezione verticale dello stesso, c'd'e' 
la curva generatrice della superficie corrispondente , rappre- 
sentata nel piano verticale ; e sia ab la projezione orizzon- 
tale dell’altro asse, BV la verticale, ed f'd'h’ la generatrice 
di una tal superficie rappresentata anche nel piano verticale: 
è chiaro , che saranno a , a" le projezioni di quel punto nel 
quale incontransi i due assi . 

Concepiscasi adesso una superficie sferica avente per centro 
un tal punto , intersegare le due superficie date ; sarà pro- 
jezione verticale di essa il cerchio i'n'o’p’, descritto col cen- 
tro a', e col raggio della sfera ; ed una tal superficie avendo 
1’ asse di comune con ciascnna delle date , intersegherà , co- 
ni’ è ehiaro , ognuna di queste in un cerchio , perpendicola- 
re all’asse della stessa. Che perciò , la projczioue verticale 
dell’ intersezione della sfera con la prima di tali superficie 
sarà la retta nV, perpendicolare alla A'a', e l’orizzontalo sa- 
rà il cerchio» or descritto col centro «, e col diametro no', 
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e V intersezione della stessa superficie sferica con l’altra del- 
le date avrà parimento , per sua proiezione verticale la retta 
k'p' perpendicolare alla a'B' ; e ’l punto /nel quale s’inter- 
segano le «V, k'p' sarà la projezionc verticale di que’ due 
punti , ne’ quali si tagliano le circonferenze de' due cerchi, 
projettate verticalmente in nV, k’p', cioè di due punti dcl- 
l’ intersezione da costruirsi . Se dunque per lutt’ i punti r’ 
così determinali si conduca la curva ; sarà questa la proje- 
zione verticale di essa intersezione. 

Projcttando ciascun punto r sulla circonferenza del cer- 
chio corrispondente tiro in r, r ; saranno questi le prelezio- 
ni orizzontali de’ due punti d' incontro delle circonferenze 
de’ cerchi suddetti , i quali si trovano sulla stessa sfera ; e la 
curva condotta per tutti questi punti r , similmente deter- 
minati, sara la proiezione orizzontale dell’intersezione stessa. 

Cas. 2. Che se gli assi delle duo superficie date non sie- 
no nello stesso piano , e si continui a supporre 1’ un di essi 
perpendicolare in a al piano orizzontale , c ’l piano verticale 
parallelo ad entrambi; dovrà la projezionc orizzontalo deli al- 
tro asse esser parallela alla LM [ fig-87. ]. Dinotino tal- 
mente le A 'a! , B7/ le projezioni verticali rispettive di tali 
assi , e le curvo a'c'ct, d’b'ij, segnate nel piano di projezio- 
nc verticale , sieno le projezioni rispettive delle generatrici 
corrispondenti delle due superficie di rivoluzione , nel sito 
parallelo a quel piano. 

Ciò posto , si tirino nel piano verticale le rette F 'f'. . * . 
tutte perpendicolari alla B’ b’ ; e per queste si suppongano 
passar piani normali a quello : ciascun di questi piani se- 
gnerà nella superficie di rivoluzione , che ha 1’ asse vertica*^ 
le , una curva della quale potrà determinarsi la projezio- 
»e orizzontale rei (241) ; ed incontrerà 1’ altra superfi- 
cie data , al cui asse è perpendicolare , in un cerchio , che 
avrà per sua projezionc 1’ ellisse rlg (223): ed i ponti r ,( , 
ne quali queste due curve s’ incontrano, saranno le projezio- 
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ni orizzontali di altrettanti punti dell’ intersezione da co- 
struirsi , eh’ esistono in uno stesso piano segante fF / / v . So 
dunque per tutti questi punti r , t similmente determinati 
si faccia passare la curva corrispondente ; questa rappre- 
senterà la projezione orizzontale di quell’ intersezione . 

Projettando i punti r, t in r', t', sulle rispettive tracce ver- 
ticali F'f ' di quel piano segante, nel quale contengonsi i pun- 
ti d’ intersezione de’ quali essi r , t ne sono le projezioni o- 
rizzontali ; e poi tirando per tutti questi altri punti /, t', in 
tal modo determinati , la curva , si otterrà la projezione ver- 
ticale dell’ intersezione stessa. 

260. Scoi. Se nel caso 2. del precedente problema , la 
superficie con l’ asse verticale fosse di secoud’ ordine ; lo 
sezioni prodottevi da’ piani seganti sarebbero ancor esse el- 
lissi ; e le loro cor ispondenti projezioni orizzontali in al- 
tre ellissi si otterrebbero facilmente. 
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CAPITOLO XIV. 


de’ determinanti del sito delle linee curve a doppia 

CURVATURA ; E DI ALCUN PROBLEMA FONDAMENTALE PER LA 
LORO TEORICA. 


261 .Si è già veduto, che il sito di una linea curva nel pia- 
no, del pari che quello di ciasmn punto di essa, determinasi 
riferendolo a due assi , o direttrici assegnate nei piano stesso 
(pr.8. ) : eia sua natura rimane ancor definita dal rappor- 
to delle coordinate a quegli assi geometricamente espresso , 
o per la corrispondente equazione , che il rappresenta , che 
dicesi alla curva ( pr. 8 , e pr. 32. Invcnz. geom. ) , dalla 
quale le proprietà indeterminate di essa possonsi convene- 
volmente rilevare , come per le curve coniche ampio argo- 
mento ne presentano gli ordiuarj trattati per esse (*). 

Seguendo Io stesso andamento , il sito , e la natura di n- 
na linea curva a doppia curvatura non potrà esibirsi , che 
rapportandone i punti a tre assi coordinali , o sia a tre pia- 
ni di sito, o in altro modo analogo a quello di fissare il silo 
di un punto nello spazio (pr.44,4 2,43)', di che ancora si 
è veduto precedentemente un esempio per una curva piana 
nello spazio ( pr.34 .) . 

Or sebbene quest’ argomento , nello stato attuale delle 
Matematiche più facile, ed uniforme risulti , e più possa e- 
stcndersi trattandolo con la moderna analisi , pure è neces- 
sario , che alcune geometriche considerazioni vi si premet- 
tano , delle quali ci occuperemo brevemente in questo ca- 
pitoletto ; c che non lasccrcmo senza usarne in appresso. 

Si è già veduto , che il sito di una linea curva a doppia 

(') Ve g gasi {/ trattalo analitico del Fcrgola «u tali curve . 
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curvatura , risultante dall’ intersezione di due superficie cur- 
ve , rimaneva determinato da queste ( cap.xm. ) , nè più 
oltre converrebbe procedere per tale oggetto , se esse iudi- 
pendcntementc da quelle non potessero ancora ottenersi. Ma 
siccome nel caso di due superficie definite , e dotate di una 
proprietà caratteristica, esse intersegandosi, ciascuna comu- 
nica alla linea del loro incontro questa tal proprietà , sicché 
una tal linea da quelle si riman definita , e ne divien nota la 
natura , per la quale può essere convenevolmente espressa , 
c descritta ; cosi conviene , che da questa partendosi a fis- 
sarne il sito si pervenga. £ siffatta più special considerazione 
si rende tanto più importante , quanto che , essendo le linee 
curve a doppia curvatura la riduzione della indeterminazione 
delle superficie curve per un grado , i problemi, che per la 
loro composizione a queste riduconsi , vengono per mezzo 
di quelle più elegantemente risoluti . Delle quali cose se ne 
vedranno esempj in appresso, non limitando per esse qui la 
nostra trattazione , come abbiamo indicato , che alle prin- 
cipali ricerche geometriche di sito per tali linee curve (*) ; 
serbando le altre all’ altro trattato analogo della Geometria 
analitica di sito , potendosi per ora , coloro che amano i- 
struirsene , ottenerlo con buon successo dal cap. v del vol.I 
del dotto , ed importante Trattato del Calcolo differenziale, 
ed integrale , del Lacroix , ove vedesi raccolto , e con ordi- 
ne, e chiarezza esposto tutto quello, che in questo argomen- 
to era stato già preparato da Clairaut , proseguito, e perfe- 
zionato dall’ Eulero , e dal Monge finalmente di molto este- 
so , e sviluppato . 


(') Veggasi il cap. seguente, o quelli della Parte li. sulla Spirale ci- 
lindrica , c l ’ Epicicloide sferica. 
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, PROPOSIZIONE LXXXVffl. 

TEOREMA. 

aOa.I determinanti del sito, e della forma di una 
curva a doppia curvatura, sono le projezione di es- 
sa su due piani ad angolo. 

Imperocché essendone data una sola projezione , è ancor 
data quella superfìcie cilindrica , che ha per direttrice tal 
projezione , e per retta generatrice la perpendicolare al pia- 
no in cui quella esiste . Similmente è data la posizione del- 
F altra superficie cilindrica , che ha per traccia F altra pro- 
jezione della curva proposta nello spazio , e per generatrice 
una retta perpendicolare al piano di quest’ altra projezione. 
Laonde tal linea curva non potrà essere , che quella sola in 
cui queste due superficie cilindriche s’interscgano , e perciò 
sarà data di sito ( 248 ) . 

E siccome di ogni punto della linea curva proposta nello 
spazio se ne hanno le due proiezioni , si ha quindi l’altez- 
za di esso su di uno de’ piani di projezione (42) , e per con- 
seguenza il lato corrispondente nella superficie cilindrica 
retta a tal piano . Laonde si potrà in questa superficie cilin- 
drica segnare un tal punto. E così facendo per ogni altro, si 
verrebbe a disegnare su di questa 1’ effettiva linea curva da- 
ta per mezzo delle sue proiezioni , che perciò si sarà esibita 
la sua forma. 

2(33. Cor. Quindi i determinanti di una linea curva a dop- 
pia curvatura nello spazio saranno qnellc due superficie cilin- 
driche rette a due piani, clic s’ incontrano , che avrauno ri- 
spettivamente per direttrici le projczioui su di essi di quella 
linea curva . 
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PROPOSIZIONE LXXXIX. 

PROBLEMA. 

264. Date le projezioni di una curva , eh’ è nello 
spazio 5 determinare s’ essa sia a semplice , o pure 
a doppia curvatura. 

Sìep.o abed , a'b'c'd' [ fig. 88 ■ ] le projezioni della cur- 
va proposta ; c primieramente se una di esse , la abed per 
esempio , fosse una retta , una tal carva nello spazio , non 
potrebbe essere, che a semplice enrvatura ; poiché essa in tal 
caso dovrebbe risultare dall’ intersezione della superficie ci- 
lindrica normale al piano della projezione a'b'c'd ', che avreb- 
be questa curva per traccia , e del piano verticale a quello 
della projezione abed , c che ha per sua traccia su di questo 
la retta data. Adunque una tal curva dovrà esistere in questo 
piano , e perciò essere a semplice curvatura . 

Suppongasi dunque , che ambedue le projezione abed, 
a'b'c'd' sieno linee curve. Si prendano in utia di esse abed, 
ad arbitrio, i quattro punti a,b,c,d, i quali si projettino sul- 
F altra curva in a',b',c',d’-, saranno quelli, e questi le corri- 
spondenti projezioni di quattro punti nello spazio esistenti 
nella linea curva proposta. Or si determini il piano , che pas- 
sa per tre di tali punti ad arbitrio , c la retta che congiu- 
gne un di essi stessi col qnarto : se tal retta iucontrerà i piani 
delle projezioni abed , a'b'c'd' nelle tracce di un tal piano (e 
ciò è sufficiente sperimentarlo per una sola di queste tracce), 
sarà chiaro eh’ essa esiste in questo ; e quindi che quel quar- 
to punto trovavasi coprimi tre in un piano stesso, dal che no 
segue , che la curva proposta abbia tutt’ i suoi punti in un 
piano, c perciò, che sia a semplice curvatura. Ma se poi ciò 
non avviene , la curva proposta sarà a doppia curvatura. 

265. Cor. Si rileva da quello , che in principio di questo 
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problema sta detto , che una curva a doppia curvatura nòti 
possa mai avere per una delle sue projezioni una retta. 

PROPOSIZIONE XC. 

TEOREMA. 

a66.La tangente una linea curva nello spazio, in 
un punto di essa , ha per projezioni le tangenti le 
projezioni di tal curva in que’ punti , che sono le 
projezioni del proposto . 

Questa proposizione non è ehe la conversione in teorema 
del caso 2. del problema al n. 246. E la verità di essa ri- 
levandosi immediatamente da principj già noti , non ha bi- 
sogno di esser dimostrata. 
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CAPITOLO XV. 

DI ALCUNI PROBLEMI NELLO SPAZIO RISOLUTI PER 
MEZZO de’ LUOGni ALLA SUPERFICIE. 


267. Del pari che la proprietà costante , ed indeterminata 
di una linea nel piano , costituisce di essa un luogo geome- 
trico atto a risolvere , e costruire , con la combinazione 
di un altro que’ problemi nella cui analisi pcrvicnsi a tal 
proprietà ; cosi pure , pc’ problemi nello spazio, la proprie- 
tà costante , ed indeterminata di cui sia dotata una super- 
ficie , ne costituisce il luogo geometrico di que’ problemi 
nello spazio , che nella loro analisi geometrica conducono a 
quella proprietà. Se non che la loro indeterminazione essen- 
do per due gradi , mentre dall’ intersegarsi le superficie 
risultano in generale lince , e non punti , qual si richieggo- 
no per l’ assoluta determinazione del quesito, conviene , che 
di que’ luoghi se ne combinino tre , per pervenire alla ri- 
soluzione del problema determinato, scisso in indeterminati, 
per mezzo de’ quali si cerca costruirlo. Poiché in tal modo , 
dalla combinazione dell’ un di essi con ciascuno degli altri 
due risultando due lince, e queste dovendo incontrarsi in 
punti , si perverrà ad ottener quelli soddisfacenti al pro- 
blema proposto , e quindi la sua compiuta soluzione. Yale 
a dire , per usare, in questo argomento , il linguaggio degli 
antichi geometri , che di tali luoghi ebbero più scienza clic 
noi , vi bisognano tre luoghi anastrofici per la costruzione 
di un problema determinalo nello spazio ; se però i punti 
eoddisfacentivi non appartenessero già ad un luogo diessodico, 
nel qual caso vi c sufficiente un solo di que’ primi luoghi . 
E dal precedente ragionamento rilevasi ancora , che tre su- 
perficie curve scambievolmente intersegantisi non abbiano , 
che soli punti di comune . 
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Adunque sì vede . clic la dottrina delle intersezioni delle 
superfìcie curve , non sia solamente un mezzo pratico da a- 
doperarsi per le costruzioni grafiche di esso nelle arti del di- 
segno ; ma possa ancora servire a risolvere geometricamente 
problemi nello spazio . 

È facile anche comprendere , dal fin qui detto , che le li- 
nee curve a doppia curvatura non sieno già esse i luoghi alla 
superficie , bensì nuovi luoghi ridotti da quelli , limitando 
la proprietà loro caratteristica indeterminata a due condizio- 
ni combinato di un problema ; da che tutt’ i punti di due su- 
perficie , che ri’ erari di esso le locali anaslroftchc rispettive, 
riduconsi a que' soli della linea curva di loro intersezione , 
che ne diviene perù un luogo dìessodico del problema. 

Or sebbene non mancasse , nelle precedenti ricerche talun 
esempio dell’ uso vantaggioso di que’ luoghi nella soluzione 
di problemi nello spazio ; pur tuttavia , a piu manifestamen- 
te mostrarlo , se ne vedranno qui appresso recati alcuni , 
che non pur mostrano la speciale applicazione di precedenti 
costruzioni , ma sono ancora atti a compiere alcuna dottrina 
elementare per l’ innanzi esposta. 

Ed è qnesta ancora l’occasione propria da rilevare di quanta 
utilità riesca la conoscenza , ed il coltivamcnto dell’ analisi 
degli antichi ; poiché i problemi, che verranno trattati, e gli 
altri della stessa loro natura , con assai maggior difficoltà 
prestansi all’ Analisi algebrica, co’mczzi, che finora possie- 
de, o a dirittura per la loro risoluzione , o per una convene- 
vole composizione , o per la loro dctcrm inazione ; come in 
qualche uno di quelli, che verranno recati si farà osservare. 
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PROPOSIZIONE XCI.' 

PROBLEMA. , 

368. Date di sito due linee rette } esibire quel 
punto nell’ una di esse, che disti dall’ altra per una 
retta data , cioè , dal quale abbassata sull’ altra la 
perpendicolare , questa sia quanto una retta data . 

La retta su cui dee cader la perpendicolare stabiliscasi nor- 
male ad un piano di sito , che prendasi per orizzontale , e 
sia a [ flg.89- ] il punto ove 1’ incontri , cioè la projezio- 
ne orizzontale di essa, ed A 'a' perpendicolare ad LM ne sia 
la projezione verticale : sien poi de, d'e le proiezioni rispet- 
tive dell’ altra retta di sito. 

Or col centro a , e col raggio ar quanto la distanza data 
il descrivasi, nel piano orizzontale, il cerchio prq, ehe rap- 
presenti la traccia di una superficie cilindrica verticale , la 
quale abbia per asse la retta delle projezioni a , A! a' , a 
che sarà il luogo geometrico di tuli’ i punti dello spazio, di- 
stanti da quella per la data retta R . E però i due punti ne’ 
quali verrà tal superficie incontrata dall’ altra retta di sito 
saranno i richiesti nel problema. 

Ed è chiaro, per la determinazione, che un tale incontro 
avrà luogo , se la circonferenza prq interseghi la projezione 
orizzonale de della retta data: ed i punti d’ intersezione p,q 
progettati nel piano verticale , sull’ altra retta d'e', in //, </, 
daranno le projezioni verticali corrispondenti di que’ punti 
della retta di sito BG, da’ quali abbassate sull’ altra le per- 
pendicolari , risultino ciascuna uguale ad R. 
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PROPOSIZIONE XCH- 

PROBLEMA. 

aCg.Date di sito due rette , nell’ una delle quali 
un punto $ inclinare a questa dall’ altra una retta 
che vi comprenda in quel punto un angolo dato. 

La retta di sito nella quale è dato il punto A stabiliscasi 
perpendicolare in a Qig.90) ad un piano di sito, che prenda- 
si per orizzontale , c sia a' la projezione verticale corri- 
spondente al punto dato A, c però a' A' 1’ altezza orizzontale 
di tal punto. Sien poi Le, b'c le projezioni orizzontale, c 
verticale dell’ altra retta di silo ; c K 1’ angolo in cui dee 
inclinarsi la congiungente un punto di questa col ponto A 
dell’altra. 

Ciò posto , costituiscasi al punto «' della a’ A' l’ angolo 
A VII' uguale al dato K ; e poi col centro a , intervallo 
ar uguale ad A'R' descrivasi il cerchio prq ; è eviden- 
te, che la superfìcie conica , la quale avrà questo per traccia 
orizzontale, e per vertice il punto A sia il luogo di tutte le 
rette , che inclinansi alla a A nell’ angolo K ; c però saranno 
soddisfacenti al problema que' lati di essa , che passano per 
que’ punti in dove la retta delle projezioni bc , b'c', incon- 
tra una tal superficie conica. Ed a questo problema (pr. 73.) 
sarà però ridotto il proposto , c la sua determinazione. 
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PROPOSIZIONE xeni. 

*70. Data nello spazio una retta indefinita di si- 
to , c dati fuori di essa , due punti ; ritrovare nella 
medesima quel punto, elle congiunto co’dati : 

I. Sia data la somma , o la differenza de’ qua- 
drati delle congiungenti. 

II. O pure : la somma , o la differenza di esse. 

Ili : r angolo , che vi comprendono. 

IV.,.. .. : la ragione loro. 

Pel num.° I. 

27 1 .Cas . \ .La somma de’quadrati delle conginngenti i pulir 
ti dati col richiesto essendo doppia di quella de’quadrati del- 
la metà della retta, che unisce i punti dati, c dell'altra, che 
dal punto medio di questa va al richiesto (pr.A. El.II) ; sarà 
dato il quadrato di questa congiungente; c per conseguenza 
una tal retta (’),che sarà raggio della superficie sferica luogo 
del punto cercato . E questo verrà per conseguenza determi- 
nato dall’ incontro della retta di sito con tale superficie sfe- 
rica ( pr.74 .**) ; c perù due punti soddisferano al problema. 

272. Cas. 2. La differenza de’ quadrati della congiungen- 
to i punti dati col cercalo, essendo quanto quella de’quadra- 
te de’ segmenti, ne’ quali la retta tra quo' punti dati rimane 
divisa dalla perpendicolare tiratagli dal punto cercata; sarà 

(*) Sia il triangolo ACB (fig-91) in cui è data la baso AB, e la somma 
de’quadrati de’ lati AC, BC ; c divisa per metà in 0 la base AB , pongasi 
quella somma di quadrati uguale a 2AOX P. Ed essendo AC’-f-CB*“ 
2AO- +20C’; sarà 2A0 , +20C!=?=2A0 X p,cd oc— \Ox(P— AO)i 
c però la OC media proporzionale tra lo AB , P . 

(+*) In questo caso della superficie sferica , la costruzione della pro- 
posizione citata , reudesi oltremodo facile , cd elementare . 
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però dato un tal punto in quella retta (*) . Ed il punto cer- 
cato avrà per suo luogo geometrico il piano , che per quel 
punto determinato nella congiugnente i dati , le si tira per- 
pendicolarmente ; il cui incontro con la retta di silo deter- 
minerà il punto richiesto (jir.30 .) : che sarà il solo soddi- 
facentc al quesito. 

Pel num.” II. 

273. Cas. 1 . Essendo data la somma delle congiugnenti j 
punti dati col richiesto ; è chiaro, che questo abbia per luo- 
go geometrico la superficie della sferoide generata dall’ el- 
lisse, il cui asse maggiore è la somma data , e l’ eccentricità 
la distanza de punti dati ; che potrà descriversi in un pia- 
no di sito qualunque condotto per que’ punti ( pr.8.Scz.Con . 
(jcom.lib.lV .). E gl’ incontri di tal superficie con la retta di 
sito (pr.74.‘‘ ) saranno i due punti soddisfacenti al quesito. 

274. Cas. 2. Che se fosse data la differenza delle congiun- 
genti ; si vedrà soddisfare al quesito ciascuno de’ due punti 
in cui la retta di sito incontra la superficie del conoide iper- 
bolico , generala dall’ iperbole , che tiene per asse princi- 
pale la data differenza , e per eccentricità la distanza de’ 
punti dati (***)• 


(*)Nel triangolo ACB [fig.91 ^essendo data la AB, ed AG’— CB*=P», 
sarà anche P* = AD’ — DB’ = ( AD + DB ) ( AD — DB ) . Aduni 
ne la differenza tra i segmenti AD , DB si otterrà per terza proporzio- 
nale in ordine ad AB , e 1’ ; e da essa risulterà assegnato il punto D ; 
che richiedcvasi per la costruzione dei problema di qui sopra. 

( ) La costruzione del problema citato , in questo caso , si ottiene 
anche in modo semplice , ed elegante. 

('**) 1>cr tal superficie bisogna intendere quella cho vien generata 
dalle due iperboli opposte. E la costruzione per gl' incontri con la retta 
vi diviene analoga a quella del caso 1. 


Digitized by Google 


Geometria (li Sito 


IG7 


Pel num." III. 

275. Essendo dato 1’ angolo delle congiungenti ; il luogo 
del suo vertice sarà la superficie generata intorno alla retta 
tra’ punti dati, dal rivolgimento del segmento di cerchio de- 
scritto sii questa , capace dell’ angolo dato ( 33 . El. 111.). 
E però gl’ incontri di tal superficie di rivoluzione , con la 
data retta d sito ( pr. 74 .* ) saranno i punti soddisfacenti 
al problema. 

PEt ndm.” IV. 

27C. Poiché è data la ragione de’ due lati del triangolo , 
che costituiscesi dalle congiungcnti da assegnarsi , c n' c pur 
data la base ; è noto doversi il vertice di tal triangolo alU 
gare, se la ragione data è di eguaglianza., nella retta di silo 
perpendicolare a quella trapunti dati, nel punto medio di es- 
sa ; se d’ ineguaglianza, in un determinato semicerchio (**). 
E nel primo caso il luogo geometrico del punto cercato nel 
presente problema sarà il piano perpendicolare alla retta tra’ 
punti dati, nel punto medio di essa ; e l’ incontro di tal pia- 
no con la retta di sito (pr. 30.) sarà quel punto , che diman- 
dasi . Nell’ altro caso il sarà la superficie sferica generata 


(*) La costruzione in questo caso vi si rendo pari a quella del n. I. 
caso 1. 

(**) Sia ACB [ ftg.92. ] quel triangolo in cui ò data la base AB , o la 
ragion de' lati AC, CB ; è in primo luogo evidente , che so tal ragiono 
sia di eguaglianza il vertice del triangolo debba allogarsi nella perpen- 
dicolare indefinita , che si eleva alla AB , dal suo punto medio . 

Che se quella ragione sia di maggiore a minore , prolungato il lato 
AC in E, si dividan iter metà gli angoli ACB , BCE per lo CD , C D' ; è 
chiaro , che f angolo DCli’ risulti retto , c perù il punto C dovrà esi- 
stere nella circanrcrenza del semicerchio descritto sulla DD . Or es- 
sendo AC : CB :: AD : DB :: AD‘ : D’B ( 3. ed A El. VI.) ; sarà dato 
ciascun de' punti D , D\ e quindi di grandezza la DI)’ , di cui è dato 
anche il sito , come 1 era. dato della AB ; e però quella risulterà data di 
sito c di grandezza . 
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dal rivolgersi quel semicerchio intorno ni diametro , che- 
coincide con la retta indefinita tra’ pnnti dati ,-al quale sarà- 
però soddisfacente ciascun de’ due ponti in dove questa a 
incontrata dalla retta data di sito ( pr.74. * ) . 

PROPOSIZIONE XC1V. 

PROBLEMA. 

277. Circoscrivere la sfera ad una data piramide 
triangolare. 

Sieno A , B , C , D [ pg-93-] i vertici degli angoli della 
data piramide ; è chiaro , che il centro della sfera cerca- 
ta dovendo essere equidistante da’ punti A , B , dovrà es- 
sere allogato nel piano perpendicolare alla AB nel punto 
medio di essa . Similmente , per esser tal centro equidistan- 
te da’ punti A , C , dovrà aver per luogo geometrico quel 
piano perpendicolare alla AC nel punto medio di essa . Fi- 
nalmente , per la stessa ragiono , un tal centro dovrà aver 
per luogo geometrico 1’ altro piano perpendicolare alla AD 
nel suo punto medio . Or questi tre piani sono dati di sito 
( 88. cpr. 35 ) : quindi sarà anche dato il sito della retta 
in cui due di essi s’ intersegano , e 1’ incontro di questa col 
terzo di essi piani ; il quale incontro è il centro della sfera 
cercata . 

Ciò posto , potendosi i piani di projezione prendere ad 
arbitrio , per render piò agevole la costruzione grafica del 
problema , prendasi per piano orizzontale 1’ una delle facce 
ABC della piramide , c sopra di esso sia projeltato in d il 
vertice D dell’ angolo , che gli è opposto , e congiungasi 


(*) La costruzione ìr questo caso è a dirittura come quella del n. I. 
cas. t. 


Digitized by Google 


Geometria di Sito 


169 


la A d , cui si tiri una qualunque parallela LM , per la qua- 
le si concepisca passare il piano di projezione verticale 5 ca- 
dranno le projezioni verticali de’ punti A , B , C nella LM 
in A' , B' , C' , e quella del punto 1 ) cadrà in un punto d* 
della perpendicolare d D'<f ad essa LM . 

Or , si bisechino le AB , AC , e da’ loro punti medj c , 
f le si erigano , nel piano ABC , le perpendicolari cg, fg ; 
saranno queste le tracce orizzontali di due piani verticali 
perpendicolari ad esse AB , AC ne’ loro punti medj : e do- 
vendo il centro della sfera cercata trovarsi nell intorseziono 
di questi piani , eh’ è perpendicolare in g al piano ABC ; 
sarà perciò g la projezione orizzontale di tal centro . 

Ma dovendo essere , a cagione della posizione data al 
piano verticale , la AD parallela alla sua projezione verti- 
cale A 'd lm , il piano perpendicolare alla AD nel suo punto 
medio , lo dovrà essere anche al piano verticale , e passa- 
re con la sua traccia pel punto A' medio della A'd' ; sarà 
perciò questa traccia dinotata dalla perpendicolare g'h , ti- 
rata per K alla A 'd ! . E dovendo il eentro cercato esistere 
in esso piano ; dovrà la projezione verticale sua cadere nel- 
la h'g sarà dunque questa il punto g ', ove la perpendicolare 
gG'g ' , da g abbassata -sulla LM , incontra essa li g 1 . Final- 
mente , essendo A <7 , A'g ' le projezioni definite del raggio 
della sfera, è chiaro , che se prendasi su la LM , dal punto 
G', la G'F' uguale alla A g, congiunta la g'¥' , sarà questa 
quanto un tal raggio, 

278. Scoi. 1. Risultando dall’ analisi del precedente pro- 
blema , che l’ intersezione de’ piani per le cg , fg , per- 
pendicolari al piano ABC , sia la perpendicolare elevata- 
gli dal punto g centro del cerchio circoscritto al triangolo 
ABC , si vede , ehe la costruzione recata riducasi alla qui 
appresso . 

Circoscrivasi il cerchio al triangolo ABC , e dal suo cen- 
tro g si elevi al piano del triangolo la perpendicolare , le 
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cui projezioni saranno il punto g , e la perpendicolare G'g' 
alla LM : l’ incontro di quella perpendicolare col piano nor- 
male alla AD nel suo punto medio, sarà il centro della sfera 
cercata. 

279.Scot.2.È facile a rilevarsi, che 1’ analisi geometrica 
del precedente problema , sia una modificazione dell’ anali- 
si geometrica dell’ altro recato nella prop.70. 

PROPOSIZIONE XCV- 

PROBLEMA. 

a8o. Iscrivere la sfera in una piramide triango- 
lare data. 

Prendasi , come nel problema precedente , per piano o- 
rizzontalc la base della piramide data, e fatti passare pe’ tre 
Iati di tal base altrettanti piani, che le sieno inclinati ad an- 
goli, ciascuno quanto la metà di quello in cui le sono inclinate 
le corrispondenti facce di essa piramide (pr.j2^,2f>,cn./03); 
dovrà il centro della sfera cercata esistere , in ognuno di 
questi piani ; che perciò esso si esibirà determinando l’in- 
tersezione de’ suddetti piani , che lo contengono (pr.28.). 

Ma la costruzione grafica della precedente analisi dd 
problema può con più eleganza ottenersi nel modo qui ap- 
presso indicato . 

Sieno a , a' [ fig. 94. ] le projezioni del vertice della pi- 
ramide proposta, e BCD la sua base , la quale prendasi per 
piano di projezione orizzontale . Si abbassi da a su di un 
lato BC la perpendicolare ah, e troncata su la LM, dal pun- 
to A', la A'H' uguale alla ah , si unisca la a'H' ; sarà l’an- 
golo À'11'a' uguale all’ altro A ha , cioè all’ inclinazione del- 
la faccia della piramide , che passa per BC , alla sua base 
BCD : e bisecando l’angolo A'II'a' con la H ’f, sarà il pnu- 
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to p' , ove qnesta H 'f incontra la A V , la projezionc ver- 
ticale di quello dove l' altezza A a della piramide è incontra- 
ta dal piano, che biseca l’angolo, che il piano ABC compren- 
de con la base BCD della piramide. Quel tal piano potrà 
dunque esibirsi . E nel modo stesso si potrà anche esibire 
ciascuno degli altri due in cui esiste il centro cercato -, che 
perciò questo resterà agevolmente determinato adoperandovi 
la costruzione della prop.28. 

LEMMA. 

281 . Le tre rette che congiungono i punti corrispondenti 
delle scambievoli intersezioni di ti-e cerchi, o concorrono in un 
medesimo punto , o pur sono parallele tra loro. 

Cas.I .Sieno EFG,IG1I,HIE [fig.95.nJ .e 3] i tre cerchi 
che s’inlcrsegano ne'punti F, E ; G, K ; H, I, e congiunte le 
GK, EF , queste si taglino in a : dico che l’ altra retta IH 
debba anche incontrarsi con le precedenti due in a. 

Imperocché si unisca la la , e questa, s' è possibile, non 
passi per H; ma interseghi il cerchio GUI in S, e l’altro EFH 
in R ; saranno uguali i rettangoli Rai , E a F delle parti del- 
le corde RI, EF del cerchio 11IE . Ma il rettangolo EaF è 
uguale all’ altro Ga K, essendo le FE , KG corde dello stes- 
so cerchio GKE ; e questo rettangolo G a K è finalmente u- 
guale all’ altro Sai, perchè GK, ed IS sono corde del mede- 
simo cerchio GKH . Dunque sarà il rettangolo Bai uguale 
all’altro Sai ; c perciò aS uguale ad nR : il che essendo 
impossibile , dovrà la HI passare necessariamente per a. 

CA8.2.Che se la GK suppongasi parallela alla HI [fUj-96], 
dovrà anche la FE esser parallela ad entrambe. Poiché se la 
FE incontrasse la GK in a , congiunta la al , si dimostrerà 
come nel cas.1 ., che questa non possa intersegare i due cer- 
chi GH1 , UFF in due punti diversi , ma che debba passa- 
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re per II . Adunque la HI non sarebbe pcrallcla alla GK , 
come si è supposto ; che perciò la FE dovrà, esser necessa- 
riamente parallela alla GK. 

282. Con. 1 . E facile a rilevarsi , dalla precedente di- 
mostrazione , quest' altra verità , cioè , clic : 

Se nella linea retta FE [fifj.95 n. i e 2], che unisce i punti 
<T intersezione F , E de due cerchi FGE, II1E, si prenda un 
punto a ad arbitrio , dal quale si tirino a que ’ due cerchi le 
corde GK , IH ; per gli estremi G,K,l,H di queste dovrà pas- 
sare un cerchio . 

Imperocché è chiaro, che i rettangoli GaK, InH sono, u- 
euali tra loro , essendo ciascun di essi uguale al rettango- 
lo K aF . 

283. Con. 2. Inoltre si rileva anche chiaramente, che seia 
GK [ fig.96. ] si bisechi in Y , dal qual punto si elevi ad 
essa la perpendicolare ; questa dovrà passare pe’ centri B,C 
de’ due cerchi GFK, GIII, che intersegansi. E per la stes- 
sa ragione, se la HI si divida per metà in Z, d’onde le si ele- 
vi la perpendicolare ; questa dovrà passare po’ centri C, D 
de’ centri G11K , HEF , che anche s’ intersegano . Laonde 
se le GK , III suppongaci parallele , le CB , CD , che so- 
no le perpendicolari condotte ad esse dallo stesso punto C , 
dovranno formare una sola retta ; c perciò : 

Se risultino parallele te compungenti le intersezioni rispet- 
tive di tre cerchi ,• i loro centri giaceranno in una medesima 
linea retta . Ed al contrario. 

284. Scol. Dalla precedente dimostrazione derivano fa- 
cilmente i due teoremi , che recansi qnì appresso . 

TEOREMA I. 


285. Se tre sfere s' intersegano scambievolmente , i pia- 
tti de cerchi in cui .s incontrano , due a due , dorranno 
concorrere in una medesima retta perpendicolare al piano 
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«he passa pe centri di esse sfere , o pure esser parallele 
tra loro. 

Imperocché sieno GKIl, IlEF, GKE [fìg.95.n. f ,c2] ì tre 
cerchi generatori delle sfere proposte , segnati nel piano 
che passa pe’ centri C , D , B di queste ; e congiunti i pun- 
ti corrispondenti delle intersezioni di tali cerchi , queste 
congiungenti concorrano primieramente in a . É chiaro che 
nel rivolgersi i cerchi GI1I , I1IE intorno a’ loro diametri 
coincidenti colla CD , eh’ è la congiungentc i loro centri , 
per generar due delle proposte sfere , la retta IZ , eli’ è 
perpendicolare alla CD , descriverà quel cerchio , eh’ è 
l’intersezione di tali sfere , il cui piauo sarà perpendicolare 
al piano BCD . Similmente rivolgendosi i cerchi 11IE , EKG 
intorno a que’ loro diametri , che coincidono con la congiun- 
gentc BD de’ loro centri ; le sfere da essi generate s’ inter- 
segheranno nel cerchio , che avrà per diametro la FE per- 
pendicolare alla BD , cd il cui piano sarà pure perpendico- 
lare al piano BCD . Ed in simil guisa si vedrà , che la sfera 
generata dal cerchio EKG , e 1’ altra descritta dal cerchio 
GKH s’ intreseghino nel cerchio descritto dalla GY , il cui 
piano è perpendicolare al piano CBD . Or i diametri GK , 
III , FE di questi tre cerchi s’ intersegano in a , ed i loro 
piani sono perpendicolari allo stesso piano BCD . Adunque 
essi cerchi si dovranno intersegare in una retta perpendicola- 
re in a al piano BCD. 

Che se le rette GK , HI , FE [ flg.96. ] fossero risultato 
parallele tra loro ; in tal caso i cerchi d’ intersezione delle 
proposte sfere , avendo per loro diametri rispettivi queste 
rette , ed i loro piani essendo normali alla stessa retta BCD, 
dovranno esser anche paralleli tra loro. 
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teorema ii. 

286. Tre superfìcie sferiche , le guati non abbiano i loro cen- 
tri in linea retta , se interseghinsi scambievolmente , avranno 
due soli punti di comune. 

Sieno , come poc’anzi , GKH , HFE , GKE [ flg.95.n.4 .] 
i cerchi generatori delle tre sfere proposte, segnati nel piano 
che passa pe’centri di esse, e congiungansi i punti corrispon- 
denti delle intersezioni di questi cerchi con le GK, IH, EF: 
dovranno queste necessariamente concorrere in uno stesso 
punto a(lem.pr.). Per Io che essendo uguali i rettangoli GrzK, 
IaH, E«F; dovrà a’tre cerchi d intersezione corrispondere y 
per lo punto a comune a’ loro diametri , una stessa semior- 
dinata, la quale sarà perpendicolare al piano BCD ( teor.1 ) : 
quindi le loro semicirconferenze , che sono al di sopra del 
piano BCD , dovendo passare tutte tre per l’estremo di que- 
sta semiordinata , verranno ad avere un punto di comune ; 
ed un altro ne avranno quelle, che restano dalla parte di sot- 
to dello stesso piano BCD : ond’ è che queste tre circonfe- 
renze s’ intcrscghcranno scambievolmente in due punti , e 
perciò anche in questi due punti s" intersegheranno scambie- 
volmente le superficie delle tre sfere proposte. 

Ed è manifesto , che se il punto a di concorso delle corda 
GK, IH , EF cadesse nel loro prolungamento [fig.95.n.2'J , 
e però al di fuori de" cerchi GKH, HFE, GKE; le superficie 
sferiche intersegantisi non avranno que’ due punti comuni 
a tutte tre esse . 
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PROPOSIZIONE XCVI. 

PROBLEMA. 

287. In una piramide triangolare dati i suoi sei 
lati ; esibire l’altezza del vertice di ciascun suo an- 
golo sul piano opposto, ed il punto ove questo è in- 
contrato da quella perpendicolare . 

Il triangolo BCD [ flg.95.n.i . ] rappresenti la base della 
proposta piramide, ed 0 il vertice di essa ; si vuol esibire il 
punto a ove la perpendicolare Oa abbassata da 0 sul piano 
opposto BCD incontra un tal piano, e di più la grandezza di 
tal perpendicolare. 

COMPOSIZIONE GEOMETRICA. 

Co’ centri B , C , D , e co’ raggi * , /9 , y uguali respet- 
tivamente a’ tre rimanenti lati della piramide proposta si de- 
scrivano i tre cerchi KEG , HKG , HIE , i quali s’ interse- 
ghino scambievolmente ne’punti E , F ; 1 , 11 ; K , G , c si 
uniscano le EF, GK , III ; che si dovranno inlcrsegare nel 
punto a ( lem.pne il quale sarà quello ove la perpendico- 
lare cercata incontra il piano BCD. E tal perpendicolare sarà 
quanto la media proporzionale a 0 ritrovata tra G a, ed aK. 

Imperocché congiunta la B«,sarà BO’ = Oa’-f-aB’=GaK 
+aY , +BY’=KY , 4-BY’=BK*: quindi sarà BO=BK = «, 
e eosì dimostrando, che CO sia quanto /3, DO quanto y ; sa- 
rà perciò il punto 0 il vertice della piramide proposta , ed 
Oa la sua altezza. 

288. Scol. Un tal problema offre , per mezzo dell’ inter- 
sezione di tre superficie sferiche costruita in modo geome- 
trico , una terza soluzione assai elegante del problema di : 
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Descrivere una sfera di dato raggio, che ne tocchi tre al- 
tre date di silo , e di grandezza , 
di cui le allrc due furono esibite nella prop. 71. 

Offre inoltre ancor quella di : 

Determinare un punto nello spazio , date le distanze di esse 
da tre altri punti di sito. 

PROPOSIZIONE XCV1I. 

Problema. 

289 . Assegnare quel punto, che congiunto con 
tre altri dati, sia una delle congtungenli a ciascuna 
delle altre due in ragioni date. 

290. Part. 1. Suppongasi primieramente, che il punto cer- 

cato debba esistere nel piano stesso de’ tre dati , B , C , D 
[ 97- ] , e sia esso il punto a , e congiunte le aB,aD, 

«C , sia «B : «D :: m : n , cd<zB : aC :: m : r. 

Essendo dati i punti B , C, e data pur la ragione di B<* 
ad a C ; il punto a si apparterrà ad una retta di sito , o 
ad una data circonferenza di cerchio , col centro dato in un 
punto della BC ; secondo clic quella ragione sia di ugua- 
glianza, o di inegualità {noi. al n.IV.pr.93 ).E similmente per 
esser dati i punti B,D, e la ragione di Ba ad aD, il punto a 
si apparterrà ad un’ altra retta di sito , o ad una circonferen- 
za di cerchio data , col centro in un punto dato della BD . 
E però dall’ intersezione di tali luoghi risulterà il punto ri- 
chiesto a. 

291. PAnT.2.Chc se il punto cercato iicbicggasi fuori del 
piano de’punli dati BCD, cioè che vogliasi : 

Determinare il vertice della piramide triangolare 
dati i lati della base BCD , e quelli al vertice A. 

[ Jtg . 9^*3 essendo iodate ragioni. 


Digitized by Google 


Geometrìa di Silo 


m 


Nel piano del triangolo BCD si assegnino i luoghi geome- 
trici rispettivi di que’ punti , che dieno , per la BC , la BA 
ad AC in data ragione , per la BD , la BA ad AD in data 
ragione , e similmente per la CD . È chiaro , che tali luoghi, 
che secondo la qualità di quelle ragioni potranno essere ret- 
te , o semicirconferenze ( noi. al n.JV.pr.93 . ) , si concepi- 
scano rivolgersi circolarmente intorno ad esse BC, BD, CD , 
prese per assi , genereranno que’ piani , e quelle superficie 
sferiche , le quali saranno i luoghi corrispondenti del pun- 
to A nello spazio ; che rimarrà però determinato dalla loro 
intersezione scambievole , quando questa , per la natura de’ 
dati del problema abbia luogo. 

Ed è facile rilevare , che rimarrà indeterminato il proble- 
ma : 1* Se le ragioni de’ lati AB , AC , AD sieno di egua- 
glianza ; risultando sol nota la retta in cui è allogato cia- 
scun punto, che vi soddisfa , cioè la perpendicolare al pia- 
no BCD , dal centro del cerchio circoscritlibile a questo 
triangolo : IP Che dovendo risultare il punto A dall’interse- 
zione di due superficie sferiche , c da quella di un jùano , 
che sono le locali nel caso di una sola di quelle ragioni di 
eguaglianza , e le altre due per conseguenza uguali tra 
loro , rimarrà indeterminato , quando la traccia di tal pia- 
no su quello del triangolo BCD non incontri la congiun- 
gente i punti d’ intersezione de’ cerchi generatori delle sfe- 
re , i quali sono sul medesimo piano BCD , tra que’ punii. 
IIP. Finalmente , nel caso più generale , che quel punto 
risulti dall’ intersezione di tre superficie sferiche, se le con- 
giungcnti i punti d’ intersezione de’ loro cerchi generatori , 
nel piano del triangolo -BCD, converranno nel loro prolun- 
gamento . 

E quando nel IP, e IIP caso il problema risulti possibi- 
le , quel punto d’ intersezione darà nel piano del triangolo 
BCD, il piede dell'altezza della piramide, stabilendone il si- 
lo di questa ; e la sua grandezza si otloirà nel modo asse- 
gnalo nel n. 2815. 12 
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PROPOSIZIONE XCIX. 

PROBLEMA. 

392. Esibire il vertice di una piramide triangola- 
re , dati i lati della base , e gli angoli compresi 
dalla sua altezza co’ lati dell’ angolo verticale . 

Dal punto a [/?</. 9#.], ove l’altezza della proposta pirami- 
de incontra la base, s’ intendano tirate a’ vertici degli angoli 
B , C , D di questa le rette aB , aC , «D ; risulteranno 
dati di specie i triangoli BaA , Cu A , DuA , come quel- 
li che , oltre all’ angolo retto, hanno un angolo dato . Quin- 
di sarà data la ragione , che ciascuna di esse tre rette serba 
alla a A stessa ; e per conseguenza quella dell’ una di esse 
all’ altra . 

Se dunque determinisi il punto a, d’onde tirate a’punti da- 
ti B, C, D le rette aB , aC, «D, queste sieno nelle ragioni 
date ( pr. 97. part.I. ) , si avrà il punto a , ove 1’ altezza 
della piramide proposta incontra la base. E ritrovando in or- 
dine a’termini della ragione data, che una delle tre rette Ba, 
Ca, D a, la Ba, per esempio , serba alla aA , ed alla stessa 
Ba la quarta proporzionale ; avrassi l’ altezza Aa. Si è dun- 
que determinato il sito del vertice della piramide proposta 
( pr.11. ). 

Si potrebbe anche esibire l’ altezza di tal piramide nel se- 
guente modo , cioè . Determinato come poc’ anzi il punto a 
[ fig.94. ], eh’ è la projezione del vertice di essa sul piano 
della base , il quale prendasi per quello di projezione oriz- 
zontale , si abbassi da a sulla LM la perpendicolare inde- 
finita aAV; e preso sulla stessa LM, dal punto A', la A'B' 
uguale alla B a, si constituisca al punto B' della B'A' l’ango- 
lo A'B'a' uguale al dato aBA, nella fig.98 , il quale è com- 
plemento dell’ angolo BAa ; il punto a' sarà 1’ altra proje- 


Digitized by Google 


Geometria di Sito 


179 


«ione del vertice della piramide proposta : e la retta A 'a' 
dinoterà 1’ altezza di essa. 

293. Scoi. Il precedente problema si è qui recato , non 
solamente perchè la serie con quelli considerali da’ moderni 
geometri per la piramide triangolare ; ma ancora perchè dal 
Monge , e da altri geometri descrittivi francesi , costruisce- 
si per mezzo delle intersezioni di tre superficie coniche . 
Il qual modo di risolverlo era assolutamente da tralasciar- 
si , non solo per la sua complicata costruzione , per nul- 
la comparabile alla semplicissima , ed elementare , che se 
n’ è recata ; ma ancora per evitare una inutile discus sione 
delle soluzioni apparenti , a’ quali quel modo di risolverlo 
dà luogo, per l’ improprietà delle locali , ohe vi si adoprano 
a costruirlo. 

PROPOSIZIONE C. 

PROBLEMA. 

294. Dati in una piramide triangolare i lati del- 
la base , ed i tre angoli al vertice di essa $ costruire 
questo punto , cioè , esibirne la projezione , e l’al- 
tezza sul piano della base della piramide. 

SOLUZIONE GRAFICA 

ANALISI GEOMETRICA 

295. Riferendo il vertice A, che vuol esibirsi nella piramide 
ABCD[/?<7.9#.], alla sua base BCD presa come piano di si 
to , nel quale è data la posizione del triangolo BCD ; è evi- 
dente, che nel triangolo BAD, essendo dato l’ angolo BAD, 
e’1 lato BD, che gli è opposto, il punto A, se fosse in un pia- 
no qualunque condotto per la BD, si appartereebbe alla cir- 
conferenza del cerchio descritta in esso sulla BD , capiente 
1’ aagolo dato BAD ( 5 / .£/./// ) ; c ritrovandosi nello spazio 
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debba avere per suo luogo geometrico la superficie generata 
da tal circonferenza rivolgendosi dintorno alla sua corda BD. 

Similmente, per esser dato, nel triangolo BAC il Iato BC, 
e l’angolo opposto BAC, il punto A si apparterrebbe alla su- 
perficie di rivoluzione generala dal segmento di cerchio de- 
scritto sulla corda BC , capiente l’ angolo dato ad essa op- 
posto BAC . 

E lo stesso pel lato CD , e 1 suo angolo opposto CAD. 

Laonde il vertice A risulterà dall’ intersezione di queste 
tre superficie di rivoluzione , o sia sarà l’un de’ punti ad 
esse comune. E però costruendo graficamente l’ intersezione 
di una di tali superficie di rivoluzione con ciascuna delle al* 
tre due (pr.87 .cas.4 ; i punti ove s’interscgheranno le pro- 
jezinui rispettive di tali intersezioni, nel piano di sito del tri- 
angolo BCD, preso per 1’ orizzontale di projozione (‘), daran- 
no le projezioni orizzontali di tante piramidi della base BCD, 
c col vertice in uno di que’ punti d’ intersezione, qnanle ne 
può offrire il problema proposto ; e però \ piedi rispettivi 
delle loro altezze. E le intersezioni verticali di quelle proje- 
zioni, esibiranno le altrettante projezioni verticali del verti- 
ce di quelle piramidi ; e quindi le rispettive altezze di esse . 

DETERMINAZIONE. 

2'JG.S' indichino con P , Q , R[/ig.9D.] i segmenti di cer- 
chio BFD , BGC , CED descritti sulle BD , BC , CD capaci 
de' corrispondenti angoli dati al vertice A della piramide ; e 
come che ciascun di essi ne porta seco , con le stesse condi- 
zioni, il segmento supplcmcntale , cioè il rimanente segmento 
di cerchio su la stessa corda ; c che rivolgendosi dintorno 
alla corda corrispondente l’uno, vi si rivolge ancora 1’ altro; 

(*] Per maggiormente agevolare tal costruzione grafica, starà bena, 
che I' un dolali del triangolo base della piramide, pongasi in sito da es- 
ser perpendicolare alla comuuc sezione de' piani di projcziouu. 
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però, i casi di quosto problema v errati dinotati dalle combi- 
nazioni diverse di tali sei segmenti a tre a tre ; e quindi ri- 
sulterebbero al numero di venti. 

Or indicando con p , q , r i rispettivi segmenti supplcmen- 
tali B/D , Bf/C , CeD degli altri P,Q, R, le suddetto 
combinazioni di tutti essi , saranno le seguenti 

I. P, Q, R Q, R, p P, R, q P, Q, r 

li, p, q, r q, r, P p, r, Q p, q, R 

IH. P, Q. P P, Q, q Q, R, q Q. R, r P, R, p P. R, r 

IV. p, q, P p, q, Q q, r, P q, r, R p, r, P q , r, R 

Ma di queste è evideute , che debbano rigettarsi le sei n.III 
e le sei n. IV ; poiché è impossibile l’intersezione di un 
segmento col suo suppIementale(/0.jE/. ///.), e quindi quelle 
delle superficie di rivoluzione da essi generate , girando in- 
torno alla corda comune ; sicché non rimarranno a risolve- 
re il problema , che le prime otto, segnate da’ nuin.I. II. E 
però il problema proposto è generalmente suscettivo di otto 
soluzioni diverse , corrispondenti ciascuna a ciascuna delle 
combinazioni di segmenti di cerchio descritti su’lati BD,BC, 
CD del triangolo BCD, co’rispettivi angoli in essi compresi. 

Or riflettendo, che ciascuna delle quattro n. I. corrispon- 
de identicamente alla rispettiva nel n. II., o sia , che ne trac 
per conseguenza l'altra, cometa P, Q, R con lap, q, r , la 
Q , R ,p con la q , r , P, e così delle altre; sarà facile con- 
chiuderne, che la vera , c necessaria ricerca del problema ri- 
ducasi a sole quattro soluzioni diverse : su di che verrà più 
particolarmente ragionato nello scolio qui appresso; e però 
che debba la natura , ed il grado di esso limitarsi al quarto, 
ed esser quindi costruibile con la combinazione di due cur- 


(‘} L' esecuzione grafica della costruzione indicata nel precedente 
problema, potrà vedersi ctoguita con eleganza, e precisione di disegno, 
nel SuppUmatto /, del sig. liachcUc. 
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ve coniche, odi una di esse col cerchio, come il dimostra col 
fatto la seguente elegantissima 

SOLUZIONE GEOMETRICA DI G. SCORZA (*) 


ANALISI. 

297. Sia ABCD[/h/.f00Jla piramide richiesta, di cui ABC 
sia la base , che rappresenti un piano di sito , l’orizzontale, 
e D il vertice : sarà dato di grandezza l’angolo solido in D 
(23.El.XI); e preso un qualunque angolo ADB di quelli,che 
il comprendono , è chiaro , che sia pur data la porzione di 
cerchio ADB, che n’ è capace, ed è descritta sulla data retta 
AB ; ed il piano di essa dovendo inclinarsi a quello ACB 
m un dato angolo, sarà ancor dalo di sito.Or abbassando dal 
punto C sulla AB la perpendicolare CE , sarà essa data in 
grandezza , e di sito il punto E , dal quale se elevisi , nel 
piano ADB , la EX perpendicolare alla AB , risulterà data 
di sito; ed ancora di sito sarà data la perpendicolare, che da 
C tirasi al piano ADB , la quale cade nella EX. Ma que’due 
piani sono dati di sito, a cagione del dato angolo solido D ; 
quindi sarà data la loro comune sezione DF , e con ciò sa- 
ranno dati gli angoli ADF, FDC ; e sarà pur dato l’arco AG 
su cui ne insiste l’ angolo ADF : ed il punto G sarà dato di 
sito , ed il triangolo rettangolo CFD sarà dato di specie ; 
onde sarà data la ragione del quadrato di CF all’altro di FD* 
che sia espressa da qnella della retta H all’ altra I . Per la* 
qual cosa, prese nella retta FE, d’ami, e le parti del dato pun- 
to E, le EK, EL uguali ciascuna alla data retta CE ; saran 
dati di silo i punti K , L , ed il rettangolo KFL sarà ugua- 
le alla differenza de’ quadrati di £F , c di EL , ovvero di 

(•) Una tal soluzione fu pubblicata nella divinazione della Geometria 
analitica degli antichi — Nap, 1823 . a pag. 291 . a seg. 
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EC , cioè al quadralo di FC ; onde , al pari di queslo, sa- 
rà benanche il rettangolo KFL al quadralo di FD nella data 
ragione di H ad L. 

Ciò posto , si uniscano le rette GK , GL , che seghino la 
circonferenza del cerchio ne’ dati punti M , N j e dal punto 
D si tirino, su le date rette GM, GN, le DP , DO parallele 
alla data retta KL . E poiché la ragione del rettangolo KFL 
al quadrato di FD componesi dalle ragioni del rettangolo 
KFL al quadrato di FG , e del quadrato di FG a quello di 
FD , ovvero dalle loro uguali , cioè dalle ragioni del rettan- 
golo PDO al quadralo di DG , c del quadrato di GK a quel- 
lo di KP ; sarà benanche II ad I in ragion composta del ret- 
tangolo PDO al quadralo di DG , e del quadralo di GK a 
quello di KP . Ma condotte dal punto D su le GM , GN le 
DR, DS parallele alla congiunta MN , ch e data di sito, ed 
incontra la GD in un punto Q ; sarà chiaro , che il rettan- 
golo PDO stia al quadralo di I)G in ragion composta del 
rettangolo PDO al rettangolo 11DS , e di queslo al quadrato 
di DG ; delle quali ragioni la prima u’ è data , pe' triangoli 
dati di specie DPR, DOS, che pongasi uguale a quella del- 
la retta GM all’altra T ; c la seconda ne pareggia la ragione 
del rettangolo MQN , o del suo uguale DQG al quadralo di 
QG,cioè alla ragione di DQ a QG, ovvero di RM ad MG.A- 
dunque sarà pure il rettangolo PDO al quadrato di DG in 
ragion composta di RM ad MG , c di MG a T , cioè come 
RM a T . Ma si è dimostrato dianzi essere li ad I in ragion 
composta del rettangolo PDO al quadrato di DG, c del qua- 
drato di GK a quello di KP. Dunque sarà ancora II ad I in 
ragion composta di RM a T,e del quadrato di GK a quello di 
KP : e ponendosi il quadrato di GK uguale al rettangolo di 
T in V ; sarà li ad I in ragion composta di RM a T , e del 
rettangolo di T in V al quadrato di KP, vale a dire come il 
parallelepipedo, che ha per base il rettangolo di RM in V, 
e per altezza la retta T , al parallelepipedo . che ha per ba- 
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se il quadrato di KP, e per altezza la stessa T , ossìa come 
il rettangolo di RM in V al quadrato di KP ; c compiti i 
parallelogrammi RK , PX , sarà H ad 1 , come il rettangolo 
di UD in V al quadrato di DX ; c perciò il punto D sarà 
ad una parabola. 

Ma n è ancora alla data circonferenza del cerchio ADB 
Dunque un tal punto sarà dato. 

SOLUZIONE MECCANICA DEL PROBLEMA STESSO. 

298. Si costruisca con 1’ ajuto di una scala geometrica un 
triangolo bed ( fuj.lOl ) simile a quello, che risulta dal con- 
giungente i tre punti dati, che sono ì vertici della base del- 
la piramide proposta ; e costruito un’ angolo solido A co’ 
tre angoli dati al vertice A di tal piramide ; si vada adattan- 
do quel triangolo ebd dentro a quest’ angolo in modo , elio 
i vertici b, c, d degli angoli suoi corrispondano a que’ lati 
dell’ angolo A, che sono ad essi rispettivi : è manifesto, cito 
quando si sarà pervenuto a far cadere i punti b , c , d su i 
lati dell" angolo A ; dovranno le A b , A c , A d , che resta- 
no in tal modo determinate , esprimere in parti della stessa, 
scala i lati della piramide proposta , cioè le tre rette , che 
dal punto cercato vanno a’ tre punti di silo . 

Ciò premesso, se dal vertice A si abbassino sulle basi b c, 
de de’ due triangoli dati b Ac , A Ad le perpendicolari Ac , 
A/', e poi da’ punti c , f si elevino alle stesse , nel piano 
bed , le perpendicolerc ea, fa ; congiunta la Aa, sarà que- 
sta , come facilmente si comprende , 1’ altezza della pirami- 
de A bdc determinata di grandezza, e di sito, dalla quale sa- 
rà facile ricavare , per mezzo della scala stabilita , la gran- 
dezza , e ’l silo di quella della piramide proposta , oioò la 
posizione del punto cercato . 
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299. Questo famoso problema , che a tanta varietà di o- 
pinioni ha dato luogo per la sua natura , fin da che I’ in- 
signe Lagrange il promosse negli Alti di Berlino , per l an- 
no 1773 , merita per tal riguardo uno speciale esame , che 
risulterà di grandissimo vantaggio alla scienza geometrica, per 
l’ investigazione delle effettive soluzioni rostituenti la natura 
di un problema. Ed essendo stato alla fine trattato in nostra 
scuola , ed elegantemente risoluto per le puro vie geome- 
triche dallo Scorza , come si è veduto , e dal Bruno de- 
dotto come un caso particolare dall’ altro di : adattare un 
triangolo dato di specie , co suoi vertici , tra un punto da- 
to , e due rette comunque date di silo nello spazio ; da che 
sono derivate importanti ricerche sul medesimo con 1’ ana- 
lisi moderna , ho però creduto conveniente compierne un 
lavoro connesso , e speciale, che formerà il vol.V. degli O- 
puscoli matematici , come mi trovo aver annunziato nel pro- 
spetto di essi. Ma intanto ad evitare gli equivoci , che pò- 
trebbero intrudersi nelle menti de giovani, che s’imbattessero 
a leggerlo, nella prima edizione della Géomélrie déscriptive del 
Monge ( anA797) , o nella seconda con supplementi dell’ 
Hachette ( an.1811 , c 1818) , o in quella dal Lacroix ( an. 
1795 , e teg. per le altre ) , o in tante altre trattazioni di 
esse , è necessario , che qualche cosa qui si accenni de’ ri- 
sultamenti a’ quali daranno luogo le considerazioni più par- 
ticolari , che vedransi nel voi. suddetto di Opuscoli . 

E prima l' illustre MoDgc, attenendosi alle semplice consi- 
derazione del grado di ciascuna di quelle superficie di rivo- 
luzione, per le intersezioni delle quali il costruiva , ascen- 
dendo l’equazione per ognuna di esse al quarto , ne conchiu- 
se essere il problema di G4° grado . Ma ciò non era un difet- 
to della scienza geometrica ; sì bene dell’ aver adoperato a 
risolverlo mezzi assai superiori a quelli , che regolarmente 
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si richiede. Che certamente se a risolvere un problema pia- 
no si adoperi una curva conica , o anche se vogliasi una 
curva meccanica , non però il problema diverrà solido , o 
trascendente . 

Nè quest’ uomo illustre , cui la scienza analitico-geomc- 
trica or tanto deve , avvertì la soluzione algebrica accennata 
dal Lagrange, in una delle sue lezioni alle Ecolcs normales, 
ove contemporaneamente ancor egli insegnava, come dovè fare 
il Lacroix, il quale nel suo Essais de Geometrie sur Ics plani , 
et Ics svrfaccs courbcs ( an.1795 ) notò, sebbene con impro- 
prietà geometrica, che: ce probléme est cn generai du huitiéme 
degré: on pcut ce pendant dans sa conslruction reduire le nom- 
Irc des Solutions à quatre . Ma dopo che ebbi , ne' miei Ele- 
menti di Geometria descrittiva, rilevali, nel modo esposto pre- 
cedentemente (n. 296), siffatti casi, vi rivenne ancora il dot- 
to, e laborioso geometra Hachette, facendo ogni sforzo, per 
provare, che tal problema ammetta 16 soluzioni ; e volendo 
ricavare ciò dal fatto, valendosi di un’ esatta costruzione grafi- 
ca dell'analisi recatavi dal Monge, eh e la prima nostra, e che 
nè pure gli dava costantemente un tal numero di punti , se- 
condo la diversa grandezza, e posizione de’dati da’ quali par- 
tiva per eseguirla (*). Ed è facile accorgersi , che un tal ele- 
vamento di soluzioni, e que’punti,che l’Hachelte trovava sod- 
disfarvi, non erano, che il raddoppiamento della soluzione del 
problema, eseguendola al di sopra , ed al di sotto del piano 
della base del triangolo, preso come piano di sito da riferirvi 
la costruzione di esso : a che se dovesse riguardarsi , al certo 
che ogni problema di Geometria elementare costruito col 
cerchio avrebbe non due , sì ben quattro soluzioni diverse ; 
donde tutta la scienza geometrica perla natura de’ problemi 
rimarrebbe conturbata. Nè tampoco quelle otto combinazioni 

(') Vegg. la 2. edizione della Geometrie deseriptice del Monge , cd i 
supplementi ad essa ( aa. 1811 , e 1818. ) 
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diverse, che ne’ n.I. II. della determinazione (n.296) sonosì 
recate, presentano otto soluzioni del problema , sicché po- 
tesse aver luogo l’espressione del Lacroix, che quel proble- 
ma sia in generale dell ottavo grado ; poiché la metà di 
esse essendo conseguenza dell’ altra , non costituisce solu- 
zioni diverse , nè entra a parte del grado di esso : mentre 
il vertice A della piramide risultante dagli angoli ne’ segmen- 
ti P, Q, R, e quello a dell’ altra con gli angoli ne’ segmenti 
supplementali p, q, r, non costituiscono , che una sola so- 
luzione , risultando necessariamente 1’ una per conseguen- 
za dell’ altra , come per l’ appunto non sono due diverse so- 
luzioni del problema di : costituire ad un punto dato in una 
retta data un angolo uguale ad un dato , 1’ angolo assegna- 
to , o il suo conseguente ; nè per la costituzione dell’ ango- 
lo solido con tre angoli piani dati , sono soluzioni distinte 
quelle , che risultano per conseguenza da ciascuno dc’tre an- 
goli dati, ed i conseguenti degli altri due; il che se fosse un 
tal problema piano si troverebbe cambiar di natura . 

E ben ciò indicavano le stesse costruzioni grafiche , per 
tal problema fatte con tanta diligenza eseguire dall' Hachet- 
te , e sulle quali egli tanto ben ragiona , nel descrivere le 
tavole C , D del suo I*. supplemento , ove al n. 127 rileva , 
che : » les nappcs cxlcrieures d une pari , et les nappcs ia- 
ti lérieurcs , de /’ aulre , se eoupent suivant une branche de 
x> courbe fermée, doni les projections peuvent tire engendràcs 
ti dt un mouvement continue par un poinl mobile. Il cn est de 
ti mime de la branche de courbe qui resulle de la combinaison 
n de la nappe extérieure , ou intcricure de C une des sur fa- 
ti ces , avec la nappe intcrieurc ou exlcrieure de /’ aulre sur- 
ti face. Ces deux combinaison donnent une scxde courbe , quun 
ti point mobile peut suture sans discontinuità 

E dal fin qui esposto , a tal riguardo , dovrà conchiuder- 
si , che quella costruzione grafica , con tanto studio fatta c- 
seguire dall’ Ilachclte , non presenti altro vantaggio , che 
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quello di dare in disegno ad un tratto luti i punti soddisfa- 
centi al problema, tanto sopra, che sotto la base della pira- 
mide , e non solo per le soluzioni principali , ma ancora per 
le conseguenze di esse . 

La soluzione meccanica , che in ultimo si vede data ad un 
tal problema (2b8) l’c stata ad oggetto di ricordare un modo, 
che tennero gli antichi in risolvere que’ problemi , che e- 
rano di un uso pratico ; di che ce ne ha serbato Pappo un 
esempio , nella soluzione di Erone del problema delle due 
medie proporzionali, dandola come maxime ad manuumope- 
ralioncs acomodata , iis qui architccti esse volani (*). Da cho 
vedesi , non aver que’ nostri saggi , ed accorti maestri , cho 
tanto apprezzavano la purità della Geometria, abbonito dal 
ricorrere ancora a questo mezzo per 1' invenzione in essa ; e 
trarne quindi noi consiglio di non disprezzarne alcuno , per 
imperfetto , che il credessimo, cbè all’ uopo potrà trovarsi 
atto a recarne alcun vantaggio. 

Ma questa commutazione di forma del problema sulla pi- 
ramide , di cui trattiamo, è ancor alla a presentarne facil- 
mente la natura di esso , dando agevolmente l’equazione del 
quarto grado per la sua soluzione, prendendovi le indetermi- 
nate su duo lati dell’aogolo solido, dal vertice di esso, come 
potranno , per loro esercizio , lwn vedere i giovani. E le so- 
luzioni diverse di cui è suscettivo sarebbero per l'appunto 
quelle , che risultano dagli angoli A, B, C comprendenti il 
proposto , c da ciascun di questi combinato co’ conseguenti 
degli altri due; ad ognun de’ quali angoli solidi corrisponde- 
rebbe per base un triangola simile al dato , per un punto 
comune proso in uno stesso lato , e per un altro de’ quattro , 
corrispondenti alle radici dell’ equazione al problema ; e da 
quel verso del vertice stesso, che ne indica il segno rispetti- 
vo di esse . 

(’) Di .tal modo sono ancora quello di Eratostene , • delle stesso 

Fappo . 
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Da che risulta aver su tal proposito equivocato 1* illustre 
professore Hachette in conchiudere il secondo artieoi o del- 
la sua elaboratissima memoria : Solution algéòrique d'un pro- 
tléme de Géomitric a troie dimensione (') in continuazione a 
quella del nostro professore Bruno, di sopra accennata , col 
dire . » Il est dono démontré , que si l’ on donne unc pyra- 
» mide triangulairc, et un point sur 1’ unc des trois cotes de 
» cette pyramide , on pcut cn generai mencr par ce point , 
» huit piane qui coupent la pyramide suivant un triangle 
» d vne smùlitude donnée. 

Ma di tutto ciò , che vedesi qui accennato , ci serbiamo a 
ragionar più estesamente nel vol.Y degli Opuscoli matematici 
come abbiamo promesso; da che molla luce si spanderà sul- 
la natura de’ problemi, e la loro determinazione , che l’ og- 
getto cui mirano principalmente tutti que’ lavori, che in es- 
si pubblicheransi. 


(*) Atti della R. A. delle Scienze di Nspoli vol.UI. 
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PROPOSIZIONE CI. 

PROBLEMA. 

3oo. Dividere una piramide triangolare in quat- 
tro altre piramidi triangolari, le quali abbiano per 
basi le facce delle piramide data , e per vertice uno 
stesso punto dentro di questa $ e che serbinsi tra 
loro rispettivamente ragioni date. 

ANALISI GEOMETRICA. 

Sia a [ fìg.101 .] quel punto dentro la piramide triango- 
lare data BCDA , per lo quale conducendosi piani , che 
passino anche pe’ lati BC , CD , DB , DA , AC , AB di es- 
sa , resti tal solido diviso nelle quattro piramidi cercate 
BCAa , CDAa , BDA a, BCDo . 

E poiché è data la ragione della piramide BCAa all’ altra 
CDA a, ch'esprimasi per quella delle rette m , n ; ed è di 
più data la ragione delle loro basi BAC , CAD date , che 
si dinoti con le rette r , n ; sarà data anche la ragione delle 
loro altezze, cioè delle perpendicolari abbassate dal punto a 
su i piani BAC, CAD : ed essa verrà espressa, come chiaro, 
da quella di m ad r . 

E similmente si vedrà esser data la ragione di ciascuna di 
queste perpendicolari alle altre, che dal punto stesso a si ab- 
bassano sugli altri piani BAD , BCD . Laonde il proposto 
problema si sarà ridotto all’altro di : rinvenire nella pirami- 
de data un punto a , dal quale abbassando le perpendicolari 
sulle facce della piramide data , queste sieno tra loro in ra- 
gioni date . 

Or dunque dovendo essere le perpendicolari, che si abbas- 
sauo da tal punto su i tre piani BCD, BCA, ACD in ragioni 
date ; il punto dal quale esse debbon partire dovrà avere per 


Digitized by Google 


Ctomtlria di Sito 


191 


luogo geometrico una retta di sito, determinabile pel n.i99. 
Ma perchè sono anche date le ragioni, che serbansi tra loro 
le perpendicolari, che da un punto stesso debbono cadere su 
i tre piani BCD, CAD, DAB , tal punto dorè avere per suo 
luogo geometrico un’ altra retta di sito determinabile pel nu- 
mero medesimo . Adunque il punto soddisfacente al pro- 
blema proposto sarà quello ove tali due locali s’ intersega- 
no . Ed esse dovranno necessariamente intersegarsi, perchè 
ciascuna dee cadere in quel piano , eh’ è il luogo geome- 
trico de’ punti d’ onde abbassandosi le perpendicolari su i 
piani BCD , CAD , sono queste in date ragioni tra loro . 
Adunque un tal punto si sarà rinvenuto. Ed il problema pro- 
posto potrà con faciltà costruirsi , sia in modo puramente 
geometrico , sia graficamente . 

3o1 . Scol. L a stessa soluzione avrebbe avuto luogo, se il 
problema fosse stato più geueralmente enunciato nel seguen- 
te modo , cioè; 

Dati quattro rettilinei in diversi piani di silo , che s' incori- 
trino ; determinare quel punto , che preso per vertice di quat- 
tro piramidi aventi per basi que' rettilinei , abbiano queste 
tra loro ragioni date . 
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PROPOSIZIONE CII. 

PROBLEMA. 

3oa . Tra due rette date ritrovar due medie pro- 
porzionali. 

SOLUZIONE DI ARCI! IT A 4 

Stilla maggiore delle dnc rette date AB [ftg-403 .] si dò- 
gerita il semicerchio AEB , c su di esso s’ intenda eretto il 
scmicilindro AEB1KL ; poi sulla AD stessa, c nel piano del 
rettangolo LABI si descriva 1’ altro semicerchio AGB , il 
quale si concepisca rivolgersi dintorno al punto B , restando 
sempre verticale , e finche la AB descriva un quarto di cer- 
chio ; genererà esso uua superficie di rivoluzione , la quale 
intersogandesi con la superficie del semicilindro produrrà in 
questa la curva AOB. Inoltre la minore delle rette date si a- 
datti dal punto II nel semicerchio AEB, e sia la BE ; poi dal 
suo estremoE si abbassi sul diametro AB laperpendicolare EF, 
ed il triangoloEFB s’intenda rivolgersi dintorno al cateto l'B, 
per generare un cono, la cui superficie indefinita interseghi 
quella del semicilindro nella curva ECH, e questa s'intcrsc- 
ghi con l'altra AOB nel punto C . Ciò posto si abbassi da C 
sul piano sottoposto AEB la perpendicolare CI), che dovrà 
cadere nella superficie cilindrica, ed incontrar perciò la cir- 
conferenza del cerchio, che nò base, in D : congiunte le BD, 
BC ; saranno queste le due medie proporzionali cercate. 

Imperocché la BC incontri in M la circonferenza della base 
del cono suddetto ,e dal punto M sul piano sottoposto AEB 
si abbassi la perpendicolare MN , la quale dovrà , com’ & 
chiaro , cadere nella BD : poi si prolunghi la EF in c , fin- 
ché F e sia uguale ad FE ; sarà Ec il diametro del cerchio 
base del cono descritto dal triangolo EFB , ed il punto c 
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Verrebbe a cadere nell' altra semicirconferenza del cerchio 
AEÉ. Adunque sarà RIN’ = ENe= DNR; e perciò se con- 
giungasi la DIVI, il triangolo DRIB sarà rettangolo in RI. Ria 
produccndo BD in a , finché sia Ba = BA , e congiugnen- 
do la «C, è chiaro , che il semicerchio verticale descritto su 
di ioB debba passare per C , c perciò essere anche retto l’an- 
golo oCB . Adunque i tre triangoli oCB , DCB , DRIB cs- 
sendo rettangoli , ed avendo comune f angolo CRa, saranno 
simili . Laonde sarà oB, o AB : BC :: BC: BD :: BD : BRI 
o BE ; e perciò le BC, BD saranno le due medie proporzio- 
nali cercate. 

303. Scol. Per la composizione di questo problema si ri- 
chiede dunque di costruire l’ intersezione della superficie del 
sctnicilindro con quella del solido di rivoluzione descritto* 
dal semicerchio BGA ; e poi f intersezione della superficie 
dello stesso semicilindro Con quella del corto descritto dal 
triangolo EFB : dall’ intersezione di queste curve risulta il 
punto C , e quindi f altro D , che soddisfano al problema. 
Or la prima di queste intersezioni ha evidentemente per pro- 
iezione sul piano AEB [f‘j-104] la semicirconferenza AEB; 
c 1’ altra proiezione di essa sul piano ABIL , preso còme 
piano di projezione verticale, si otterrà facilmente se per lo 
punto B si conducano in tal semicerchio le corde BD,BE,cc. 
e poi per ciascuna di esse , la BD per esempio , si abbassi 
da D sul diametro AB la perpendicolare Dd,la quale si pro- 
duca al di sopra nel piano ABIL , finché la parte prodotta 
de pareggi 1’ ordinala , che nel punto D corrisponde nel se- 
micerchio descritto sopra «B uguale ad AB : 1’ estremo c di 
tal perpendicolare sarebbe la projezione verticale , che si 
corrisponderebbe a quel punto della curva, ch e projeltato in 
D sul piano orizzontale. E còsi di ogni altro. 

Per costruire poi 1’ intersezione della superficie conica 
con quella del cilindro , cioè per determinare la projczit»- 1 
ne verticale di questa, giacche 1’ orizzontale cade anche ritìl* 
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la semicirconferenza ADB, si determinerà la projezione ver- 
ticale di quel punto di essa , eli’ è projettalo in D sul pia- 
no orizzontale , congiungendo la BD , ed immaginando con- 
dotto per essa un piano verticale ; questo intersegherà il ci- 
lindro ne’ suoi lati verticali, che passano per B, D, e del se- 
condo de'quali si avrà la projezione, abbassando da D su di 
AB la perpendicolare indefinita Ddd'. La superficie conica 
poi verrà dallo stesso piano intersegala in un suo lato, la cui 
projezione verticale si otterrà prendendo sulla EF prolun- 
gala la Fu' uguale alla semiordinata , che nel punto N , ove 
la BD intersega la EF, corrisponde nel semicerchio base del 
cono ; sarà Bu' la projezione verticale di un tal lato del co- 
no : cd il punto c ove la retta Bn' intersega 1' altra dd! sarà 
projezione verticale di quel punto di questa seconda linea 
d’ intersezione , il quale aveva per projezione orizzontale il 
punto D . E così facendo si verrà ad assegnare 1’ intera pro- 
jezione verticale FcII di questa. 

In tal modo l'ingegnosa soluzione di Archita verrà ad es- 
sere effettivamente costruita ; nè potrà aversi per una sem- 
plice curiosità geometrica , come pensava il Monlucla (*) . 
Con che però essa non dovrà aversi come conveniente al gra- 
do del problema , perchè costruita con luoghi impropri. 


(•) » Mais ce n‘ étoit là qu - une curie site géométriquc , uniquement 
» propre a salisfairo Icsprit, et donila pratique nc sauroit tireraucun 
» sccours [Uni. dei Malti, pag. 175 voi. I. ediz.2}. 
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PROPOSIZIONE CIII. 

TEOBEMA.- • 

304. È dato il sito di un punto A nello spazio , 
se sien date le distanze , eh’ esso serba da tre altri 
punti B , C , D , già dati di sito nel medesimo. 

Imperocché essendo data la distanza del punto A dal pun- 
to B , si apparterrà il punto A alla superfìcie sferica del 
centro B , e del raggio dato BA , che ne sarà però un luo- 
go anastrojìco (*) . Ed essendo ancor data la distanza di 
quel punto dall’ altro C , si apparterrà esso all' altra super- 
fìcie sferica del centro C , e del raggio CA ; e ne sarà pe- 
rò luogo dicssodico (*) la circonferenza del cerchio in cui 
tali due sfere intersegansi . In fine dall' esser data la distan- 
za del punto A da D , avrà esso per terzo luogo la superfi- 
cie sferica del centro D , e del raggio DA. Quindi sarà un 
di que’ due punti riferiti al piano BCD , ne’ quali le tre su- 
perficie sferiche s’ intersegano (285). 

È manifesto , per la determinazione del punto A , che 
debbano le distanze di esso da due de’ punti dati, in qualun- 
que modo prese, esser maggiori della distanza trapunti stes- 
si : cioè le BA , AC maggiori di AC , le BA , AD maggiori 
di BD , e le CA , AD maggiori di CD . 

La composizione geometrica di questo problema è preci- 
samente quella della prop.96, della quale al contrario il pre- 
sente ne offre l’ analisi geometrica. 


* 


C) Vedi yrefaz. a pag.i mi. 
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PROPOSIZIONE CIV.- 

TEOREMA. 

305. È dato il sito di un punto A nello spazio * 
se sien date le distanze , eh’ esso serba da tre rette 
già date di sito nel medesimo. 

Imperocché essendo data la disianza del ptinlò A dall' li- 
na di tali rette , si apparterrà esso alla superficie cilindrica, 
a direttrice circolare , del raggio quanto la distanza data , e 
che ha per asse quella retta . Similmente , per esser data la 
distanza del punto A da un’ altra delle rette di silo , avrà es- 
so per luogo geometrico la superficie cilindrica di un tal as- 
se, che ha per direttrice il cerchio dr.l raggio la distanza da- 
ta. E cosi pure per la terza retta di silo. 

Adunque il punto dato , coesistendo in ciascuna delle (re 
superficie cilindriche suddette , risulterà dalla loro scambie- 
vole intersezione . Or siccome f una di esse incontra ciascu- 
na delle altre due in una linea ; cosi ognun de’ punti ne’ 
quali queste s intersegheranno sarà il proposto . 

Ed è facile comprendere , per la determinazione de’ dati 
nel presente- teorema , che le due distanze del punto da cia- 
scuna delle rette , non debbano, insieme prese , esser minori 
della distanza tra esse rette , cioè della perpendicolare ^oro 
tonnine ; e nel caso , ebe pareggino tal distanza , la deter- 
minazione del sito del putito lisulterà da esse sole, senza es- 
servi bisogno della distanza dalla terza retta . Imperocché le 
due superficie cilindriche , le quali ne sono le locali do- 
vranno toccarsi nel punto proposto ; il quale rimarrà però e- 
sibito con assegnacela minima distanza tra le due rette di 
sito , e dividerla poi nel punto ove si terminano le distan- 
ze date. 
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COSTRUZIONE PEL PUNTO Co’ PRECEDENTI DATI. 

300. Stabiliti i piani di sito, cui riferisconsi le tre rette da- 
te ; saranno determinabili i punti in cui 1’ un di questi che 
aia l’ orizzontale , è incontrato da quelle (pr. 16. ) : o saranno 
aucor date di silo , e, di specie le ellissi de’ centri que’ punti 
in cui le superfìcie cilindriche , con gli assi le rette date , 
incontrano quel piano (221 , e 223). Laonde si potranno co- 
struire le loro intersezioni , dalle quali rimarranno, esibi- 
ti i punti , che hanno le condizioni del proposto. 

307.Scol. La compiuta effettiva costruzione qui solamen- 
te indicata, potrà vedersi nella lav. B del supp. I. dell' lin- 
citene , all’ ediz. 2. della Geometrie discript’ve del Monge . 
E volendola rendere più semplice , si avrebbe potuto pren- 
dere I' una delle pelle date perpendicolare al piano di pro- 
iezione orizzontale ; ed il verticale parallelo ad uo : altra di 
esse. Nel che fare potranno utilmente esercitarsi i giovani, 

SCOLIO ‘ 

PE’ DUE PRECEDENTI TEOREMI DI DATI. 

308. A compiere la determinazione di un punto nello spa- 
zio , già cominciala nella piop. 15, di cui erano modificazio- 
ni le 1 1, e 12, abbiamo qui recali questi due altri teoremi , 
da’ quali evidentemente risulta, che quel primo sia , tra' tre 
mezzi indicati , lo più semplice , si geometricamente consi- 
derato, che per V uso nelle arti del disegno , ove è stalo pe- 
pò sempre il solo ad esser praticato . 

E facile poi il vedere come, recedendo da questi determi- 
nanti uniformi del sito di un punto nello spazio , si possa 
ottenerlo dalla combinazione di tre di essi, citine , per esem- 
pi , dando la distanza da due punti ed una retta , nel qual 
caso la costruzione di esso dipenderà dalle intersezioni di 
due superficie sferiche ed una cilindrica , o da due rette , 
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ed un punto di sito , costruendo l’ intersezione comune di 
due superficie cilindriche, e di un’altra sferica ; cc. Ma ciò 
basti averlo indicato, per offrire a’giovani pratici nel disegno 
geometrico un utile esercizio nella costruzione delle interse- 
zioni delle superficie curve, non potendo riescire di alcun uso 
pel ramo di scienza geometrica , che qui trattasi. 
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CAPITOLO XVI. 

CONSIDERAZIONI GENERALI SULLO SVILUPPO 
SELLE superficie CURVE. 

309. Def. xxi. Una superfìcie curva si dirà ìvv- 
hippahilc , se possa distendersi in un piano, da non 
restarne le sue parti interrotte nella loro, continui- 
tà , nè che alcuna di esse ne copra un’ altra» 

310. Co*. Si rileva da eiò , che la superficie curva svilup- 
pata debba rimanere della stessa grandezza di prima dello, 
sviluppo. 

311. Scol. L’ oggetto di questo sviluppo è il poter dise- 
gnare più facilmente, e più comodamente le curve , che era- 
no segnate sulla superficie sviluppabile ; e può anche talvol- 
ta applicarsi convenevolmente alla soluzione di alcuni pro- 
blemi : di che ne daremo un saggio nel presente capitolo. 

PROPOSIZIONE CV. 

TEOREMA. 

312. Assegnare le condizioni geometriche della, 
sviluppo delle superficie curve. 

Da’ primi Elementi di Geometria c noto , che si possa svi- 
luppare la superficie di un prisma , o di una piramide , non 
considerandovi basi ; e che non sia sviluppabile quella di un 
qualunque altro solido poliedro . Or estendendo un poco la 
condizione , che rende possibile Lo sviluppo, ne’ duo soprin- 
dicati solidi , si vedrà , che se' in un piano si tirino le retto 
AB, AD, CF, EG, ec. [fìg.1C5.] , le quali s' incontrilo due a. 
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duo in A, C, E, ec. , si potrà sempre immaginare , che ri- 
volgendosi lo spazio angolare indefinito 1)CF intorno ad AD, 
si ponga ad angolo con 1’ altro BAD ; che similmente rivol- 
gendosi lo spazio angolare EEG intorno ad EF, si ponga ad 
angolo con PCF ; e così in seguito : sicché dall’ insieme di 
tutti questi spazi BAD, DCF, FEG* ec. si verrà a rappre- 
sentare una superficie indefinita compresa da piani, che sarà 
sviluppabile. Adunque la condizione geometrica, perche sia 
sviluppabile una superficie composta da piani è, che questi 
sieno indefiniti al meno per un verso. Or so , per la nota 
legge di continuità, dalla superficie del prisma si passi a 
quella del cilindro ; dalla superficie della piramide u quella 
del cono ; e dall’ ultima superficie poc anzi descritta si pas- 
si a quella superficie curva rellilatera la quale da essa, per 
1’ anzidetta legge , si deriva , si potrà conchiudcrc general- 
mente , che : 

Sarà sviluppabile una superficie curva , se i suoi lati ret- 
tilinei, o sien paralleli , o s incontrino in un punto , o b uno 
col continuamente prossimo ad esso ; sicché per ogni altro 
punto della medesima non possa passare , che una sola linea 
retta , cioè il lato della superficie per esso. 

313. Con. 1 .Adunquei! piano tangenteuna siffatta superficie 
curva iu un punto, dovrà necessariamente toccarla in tutto 
il lato della medesima corrispondente a tal punto. E non sarà 
sviluppabile la superficiedi una sfera, e quella di uo qualun- 
que solido di rivoluzione ; come era già noto dagli Elementi. 

314. Cor. 2. Allorché , per la legge di continuità , la su- 
perficie sviluppabile rappresentala nella flg. 105. diviene u- 
na superficie curva, le AC, CE, EG, ec. costituiranno u- 
jta curva adoppia curvatura, segnala nella superficie svilup- 
pabile suddetta; ed i lati AD, CF, F.G, ec. di quella , es- 
sendo i prolungamenti degli archetti AC', CE, EH, ec., 
rappresenteranno lo tangenti di tal curva in A, C, E, ec. 

\M5. {Scoi. Lo condizioni dello sviluppo delle superfiere 
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curve si possono in più modi determinare . Noi qui ci siamo 
attenuti a quello primordiale, ed elementare , che la Geome- 
tria somministra ; ed altrove imprenderemo a rinvenirlo per 
le vie dell'Analisi moderna , e col risolvere il seguente pro- 
blema: Ritrovare /’ equazione generale per tutte quelle super- 
ficie che possono spiegarsi in un jnano . 

PROPOSIZIONE CVI* 

»... ijt . . 

TEOREMA. 

31G. La tangente di una curva segnata sopra 
una superficie sviluppabile , comprende , sullo svi- 
luppo di questa , con quel lato che passava per lo 
contatto , lo stesso angolo , che vi comprendeva 
prima dello sviluppo. 

Imperocché si supponga un tale sviluppo eseguirsi preci- 
samente su quel piano , che passa per la tangente , e pel 
lato suddetto , e che perciò tocca quella superficie curva nel 
punto di contatto proposto ; sarà manifesto, che allor quan- 
do un tale sviluppo si sarà effettuato , non avranno sofferta 
alcuna alterazione nel sito rispettivo , nè quel lato, nè quel- 
la tangente ; perchè esistevano già nel piano dello svilup- 
po . Adunque è chiaro , che non dovrà mutarsi 1’ angolo , 
eh’ esse rette comprendono. 

317. Scol. Essendo facile il determinare 1’ angolo , che 
la tangente, in un dato punto , di una curva segnala in una 
superficie sviluppabile comprende col lato , che passa per 
lo contatto (pr. 19.) ,* si vede in qual modo si potrà deter- 
minare , sullo sviluppo di quesla superficie , il sito che vi 
prende quella tangente . E ciò essendosi generalmente indi- 
calo , ci risparmia di proporre particolarmente , uc seguenti 
problemi , siffatta determinazione . 
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PROPOSIZIONE CVIL 
» , 

PROBLEMA. 

3 18. Sviluppare una data superficie cilindrica in- 
sieme alla curva segnata sulla medesima. 

La soluzione di questo problema è sì evidente , che non 
ha nè meno bisogno di figura . Imperocché dalla stessa de- 
finizione del cilindro retto risulta , che la superficie di cs. 
so sviluppisi in un rettangolo indefinito la cui base sia quan- 
to la retta uguale al perimetro della curva direttrice di quel- 
la superficie. Se dunque la superficie proposta suppongasi 
retta al piano orizzontale , U che può sempre farsi , e che 
stabilito nella traccia orizzontale un punto ai vadano da es- 
so prendendo successivamente delle particelle sul perimetro 
di tal traccia, le quali si trasportino 1’ una dopo 1’ altra so- 
pra una retta indefinita , a cominciar da un punto di essa da 
corrispondere a quel primo preso sulla traccia ; allorché , 
percorso l’ intero perimetro di questa , si sarà di nuovo per- 
venuto al primo punto , si sarà ottenutala sua lunghezza in- 
tera segnata sulla retta indefinita. 

In oltre le perpendicolari che da' punti successivi di que- 
sta retta le si elevano, nel piano ove trovasi esposta , rappre- 
senteranno i lati della superficie cilindri'» corrispondenti a’ri- 
speltivi punti della direttrice suddetta ; e comechè le parti 
di que' lati che si arrestano fino alla curva segnata sulla su- 
perficie proposta sono quanto le perpendicolari che dalle 
projezioni verticali di tali punti liransi alla comune seziono 
de’ piani ortogonali di proiezione , ne segue , che prenden- 
do su’ lati corrispondenti nello sviluppo le parti uguali alle 
anzidette perpendicolari , la curva che sì condurrà per lutti 
gli estremi di tali lati così determinati sarà lo sviluppo di 
quella che era data sulla superficie cilindrica. 
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319 . Scoi. Supponendo piana la curva assegnata sulla super- 
ficie cilindrica, e prodottavi per conseguenza dal piano /'F'f' , 

[ fUj.76.n.i.} perpendicolare al verticale di projezione , ca- 
drà la projezione verticale della curva segnala sulla superficie 
cilindrica nella traccia verticale del piano segante , ed essa, 
nella presente figura, sarà la c'e' che rimane interposta tra lo 
tangenti cC'.cE' la traccia orizzontale della superficie cilindri- 
ca perpendicolari alla LM . Quindi se esposta la retta inde- 
finita l’Z, e stabilito su di essa il punto R corrispondente a c 
[ fig.76. n.1 . e 3- ] , si prendauo dal punto 11 , c dall una 
parte di esso le ltS , $T , 3 V, VU, EX, uguali i ispet- 
tivamente agli archetti c k , kkf , k'k" , k k • * • fi |10 a 

pervenire al punto e j e lo stesso si faccia dalla parte oppo- 
sta sulla RZ , portandovi le RQ, QO , cc. fino a distenderò 
in retta l’ altro ramo di curva che, e poi prendendo sulle per- 
pendicolari indefinite , che da lult’i punti di questa retta si 
alzano su di essa, la Rr uguale alla C'c' , ed a destra e sini- 
stra di questa le Qq , Ss uguali alla medesima IV , e così 
per le altre in seguito , continuando fino a termini dall una 
e l’ altra parte ; la curva condotta per tutt’ i punti r, s,t . . . 
e per gli altri r, t, o . . ■ segnerà sullo sviluppo della super- 
ficie cilindrica quella cl}’ ora data su questa . 

Ed una tal costruzione può aver luogo in questo caso, per- 
chè gli estremi de’ lati della superficie cilindrica , che pas- 
sando per h , k si terminano alla curva eh’ è nella super- ’ 
ficie cilindrica, hanno la stessa projezione verticale i', e quin- 
di la stessa altezza orizzontale , e però anche la stessa al- 
tezza sulla PZ. E similmente pe lati che passano per h',k', ec. 

Finalmente è pur chiaro , che se la superficie proposta 
fosse quella del cilindro a base circolare , nel qual caso la 
sviluppata della circonferenza potrebbe anche assegnarsi gra- 
ficamente, i due rami della curva sullo sviluppo , corrispon- 
denti ciascuno alla scmicllissc segnata dal piano seganto sulla 
superficie cilindrica sarebbero identici , dall una e 1 alti a 
parte del punto r. 
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320. Scoi,. Si tiri da un punto m ad un altro n , presi 
sullo sviluppo della superficie cilindrica , la retta mn : è 
chiaro, che questtt dovrà intersegare le yY, x\, Um ... , che 
rappresentano i lati della superficie cilindrica sullo svilup- 
po di essa, in uno stesso angolo . Or siccome non cambiansi 
sullo sviluppo di una superficie cilindrica , nè 1’ estensione 
di questa , nè quella di una curva in essa esistente , nè fi- 
nalmente la posizione rispettiva di tal curva con la genera- 
trice di quella superficie in tutte le posizioni , che tal ge- 
neratrice ha nel descriverla ; è chiaro perciò , che quelle 
curva sulla superficie cilindrica , eh’ è dinotata nello svi- 
luppo di questa da una linea retta , dee intersegare tutt’ i 
lati del cilindro sotto lo stesso augolo . Ed al contrario ogni 
volta , che una curva segnata in una superficie, cilindrica fa 
co’ lati di questa lo stesso angolo , cioè eh’ essa è un’ elico t 
dovrà sullo sviluppo di quella superficie venir espressa da 
una linea retta, * 

Ciò posto , poiché la linea retta no è la più breve di 
quante possonsene condurre dal punto m all’ altro n , e 
eh’ essa dinota uua parte di un’elice sviluppata ; nè segno 
anche dal già dello , che la più bcevo via per andare sopra 
di una superficie cilindrica da un punto ad un altro sia 
V arco deli elice , che auraversa que' due punti . 

E ciò che in ultimo si è detto in questo scolio , potrà di 
leggieri estendersi alle superficie coniche , ed in generale 
a tutte le superficie sviluppabili. Val quanto dire che : 

Tulle le volle , che un arco di curva segnalo in una su- 
perficie sviluppabile - , distendasi in linea rolla , sullo, svi- 
luppo della medesima , detrassi da quello rappresentare la 
più corta disianza , in su lai superficie curva , Ira que due 
punti , c({c ti erano gli estremi. 
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PROPOSIZIONE CVIII. 

problema. 

321. Sviluppare una superficie conica a base 
qualunque j e segnare su tale sviluppo una linea 
curva data in essa. 

Si costruisca l’ intersezione della proposta superficie co- 
nica con un’ altra sferica concentrica ( pr. 70. cas. 1 . ) : ò 
evidente, che tutl’i punti di quest’ intersezione essendo equi- 
distanti dal vertice della superficie data , debbano trovarsi 
sullo sviluppo di essa ad uguali distanze da quel punto , 
eh’ esprime il vertice , ed esser perciò allogati in un arco 
circolare descritto con un raggio uguale a quello della sfera f 
e nel quale il centro dinota il vertice della superficie oonica 
nello sviluppo di essa. 

Or sia T (fig.85* n.2.) il centro di quest’ arco indefinito 
XYR, ed X dinoti un punto preso in esso , e corrispondente 
all'altro sull’intersezione delle due superficie conica , e cilin- 
drica, eh’ e projeltato in k, k' (/2 g.85), e dal quale vogliasi 
incominciare a ridurre su quell’ arco circolare questa interse- 
zione. Per ciò eseguire bisogna , che prima essa si privi di 
una delle sue due curvature, sviluppandola in un piano. Ad 
ottener questo, si sviluppi quella superficie cilindrica vertica- 
le, che ha per traccia la proiezione orizzontale di siffatta in- 
tersezione, e sulla quale questa esiste, e poi si rapporti sopra 
questo sviluppo tal curva stessa, eh' era segnala sulla superfi- 
cie cilindrica, e su quella della sfera, e del cono ( lem prec .) ; 
perderà così essa una delle due curvature: e tal linea in que- 
sto modo disegnata nel piano, sia rappresentata dalla xyvuz 
[ Pg. 85. n. 2 , e 3. ]. Ciò posto si ripieghi siffatta curva 
sull' arco XYR , vale a dire si porli per esempio , 1' arco 
xjr , di essa, a parte a parte , da X ie Y sull’ arco circolare 
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XYR; il punto Y sarà sulla superficie conica sviluppala : ed 
allorché l'intera curva xyvuz si sarà ripiegata sulla circolare 
XYZ , 1’ intero settore XYZT , rappresenterà lo sviluppo 
della proposta superficie conica. 

Finalmente se in ciascun raggio TY [ flg. 85. n. 2. ] si 
prenda un punto V, il quale disli dall'altro T , per quanto fe 
distante dal vertice A della superficie conica proposta quel 
punto della curva din terseli o ne in essa segnata , il quale 
trovasi in quel suo lato , che vien dinotato da TYV sullo 
sviluppo ; la curva che passerà per tutt’ i putiti V , in simil 
modo determinati, dinoterà la curva segnata sulla superficie 
conica rapportata sullo sviluppo della stessa. 

322 . Scol. Se la superficie conica, che si vuole sviluppare 
fosse quella di un cono retto a base circolare ; in tal caso 
la curva d’ intersezione di essa con lo superficie sferica con- 
centrica sarebbe un cerchio parallelo alla sua base. E siccome 
il raggio di questa sfera può prendersi ad arbitrio ; sarà per* 
ciò conducente, nel presente caso , di prender per esso il la- 
to stesso del cono ; perchè così la curva d’intersezione sarà 
dinotala dalla base stessa. Ciò posto, se nella circonferenza 
del cerchio descritto con un raggio TX [flg.85.n.Z], quanto 
il lato del cono dato , si prenda 1’ arco XYZ uguale alla cir- 
conferenza della base di esso (*) ; il settore XYZT dinote- 
rà lo sviluppo della superficie di un tal cono. 


(*) Ciò si ottiene con una semplicissima proporzione, clic rilevasi 
dalla prop. 2. tib. 1. Trigon. 
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LEMMA t. 

323. Se i diametri di due semicerchi si dividano proporzio- 
nalmente ; le semiordinale p e’ punti delle divisioni divideran- 
no anche proporzionalmente le semicirconferenze. 

Sieno ACB , acb [ fig. 106. ] due semicerchi descritti 
co’ diametri AB , ab , e questi sieno divisi proporzional- 
mente in E , e . Ed essendo BE : E A : : bv : ca , adope- 
rando le ovvie trasformazioni di proporzione , si avrà AD : 
DE :: ad : de , o sia CD : DE :: cd : de ; che perciò i tri- 
angoli CDE , ede saranno simili ( 7.EI.VI .) , e quindi l’ an- 
golo CDE sarà uguale all’ altro ede , è ’l rimanente CDA al 
rimanente eda . Ma l' angolo CDA sta all’ altro CDB , come 
l’ arco AC all’ arco CB ( 33. El. VI. ) j come pure sta l’ an- 
golo eda all’ angolo cdb come l’arco ca all’altro cA. Adun- 
que starà AC : CB :: ac : cb. 

LEMMA H. 

324. Za scmicllissc DHB [flg.107], che vicn segnata sulla 
superficie del scmicilindro DA MB C da un piano perpendicola- 
re al rettangolo D ABC, condotto perla diagonalcDB di esso , 
divide la semicirconferenza FIIG prodotta sulla stessa superfi- 
cie cilindrica da un piano parallelo alla base, nella medesima 
proporzione, che il diametro GF di questo divide la semicircon- 
ferenza DEA descritta sul lato DA del scmicilindro , e nel 
piano del rettangolo ; cioè sta II G : FU :: E A : DE . 

Imperocché si conduca per K laKL parallela alla DA, per 
L si ordini nel semicerchio AMB la LM , giungasi la KH , 
che sarà perpendicolare al piano del rettangolo DABC , per- 
ciò parallela alla LM, e quindi uguali gli archi AM , EH. 

E poiché AD : DE :: AB : FK , o sia AL ; starà anche 
AED : DE :: BMA : AM ( lem. prcc.) , cioè :: FHG : FH. 
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325. Scol. Dimostrandosi similmente ebe sia f/i : jfig, tì 
FlIG::DEc : DEA; starà, per cqualità, fh: F1I :: DEc : DE. 

PROPOSIZIONE CIX. 

MOSLKMA. 

» 

• s 

326. Dividere un arco, o pure un angolo dato 
in data ragione» 

Si sviluppi la superficie di un semicilindro retto a base 
circolare DA31BC [ flg.107, e 108. ] riportando su lo svi- 
luppo la semiellisse DHB segnata in quella superfìcie cilin- 
drica dal piano per la DB perpendicolare all’altro DABC ; 
e sia un tale sviluppo rappresentato dalla figura 108. , nel- 
la quale sia perciò né uguale alla semicirconferenza AMB , 
od uguale ad AD , e la curva dTQi rappresenti la semiellis- 
se DHB sullo sviluppo della superfìcie del semicilindro. Or 
si descriva sulla ad il semicerchio «Nd , nel cui centro O 
si costituisca P angolo dON quanto il dato P , poi per N si 
tiri la QNR parallela alla ab , la quale si divida in S nel- 
la data ragione di m : ri, cioè stia QS : SR : m : n. Per S 
conducasi la ST parallela alla ad , e finalmente per lo 
punto T , ove questa parallela incontra la linea AQTd. si 
conduca la TXV parallela alla la , e tal parallela incon- 
tri in X la semicirconferenza aXd, congiunta la OX questa 
dividerà il dato augolo dON nella sagione di m : n , cioè 
starà NX : Xd :: m : fi, 

Imperocché sta QR : TV , o SR :: Nd : dX (325); 6 
perciò , dividendo , QS : SR , cioè m : n s: NX : Xd, 
o come 1’ angolo NOX all’ altro XOd . 

FINE 

DELLA PARTE PRIMA. 
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PARTE I. 


Alla prefazione ( pag. m , e ni!. ) — All' evidenza, che la stessa 
denominazione di luoghi alla superficie porta seco , ed alle ragioni qui- 
vi addotte aggiungersi ancora I' esposizione di Pappo nella prop. 28. 
lìb. IV. Colteci. Malhem. al proposito della rettificazione del cerchio ; 
dicendovi geomelrice per locos . gui ad superficie t dicunlur . Ma sii di 
ciò sarà estesamente ragionato nel voi. I. degli Opuscoli malemalici , 
nella dissertazione sulle opere del Luogo risoluto degli antichi . 

AL LIBRO I. 

Atta de[. II. ( ) — Io questa definizione si è usata la frase og- 

getto geometrico , perchè vi fossero compresi anche i punii . Euclide 
nella sua analoga definizione, eh' è la 4. Dalorum dovè specificarveli , 
e però fu obbligato a far lo stesso per le linee, le figure, gli angoli . Ma 
per la nostra definizione dovendo una tale enumerazione esser più lun- 
ga , abbiamo preferito il modo tenuto , che. con una breve espressione 
comprende tutto ciò , eh' è suscettivo di silo . Abbiamo poi adottata , 
per la chiara idea del sito , la coesistenza degli oggetti geometrici in 
modo assolutamente determinato , dipendente , cioè , dalie loro disian- 
ze vicendevoli , inclinazioni , o altre relazioni di essi ; del qual carat- 
tere si prevalse lo stesso Euclide. 

De veri però osservare , che nella definizione Euclidea , la nozione 
di sito vien presa come assoluta, dieendovisi : I punti, le linee, le figu- 
re, t gli angoli di consi dati di posizione, se Ungono sempre lo slesso sito-. 
vale a diro , se essi tengono sempre , nel piano ove veggonsi segnati ,, 
assolutamente quel luogo, che dal propellente viene stabilito , senza 
potersi variare a volootà di. chi risolve il problema , come per lo tre al- 
tre qualità di dati può farsi. Ma volendo anche uoa tal caratteristica as- 
soluta del silo concederla nel piano , essa non può adatto aver luogo 
nello spazio ; ed i però , ciré abbiamo creduto conveniente stabilire , 
«alla nostra definizione, pel silo in genera la, la nozióne relativa di esso.. 

Alle prop.I, e II. ( §§. 7, ed 8 .) — Euelide dedusse ancor egli dalla 
definizione del dato di «ito la prima di queste proposizioni , che ne) ci» 
lato suo libro costituiva la prop. xxvi. ; e per la seconda si eouteBlòt 
farne una definizione l la. 6 }; e ciò consentiva con la definizione assolur- 
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ta del silo da lui data. Il Fergola no costituì della prima di tali proposi- 
zioni un assioma ( Intenz. geom. lib.l.§.C9 ). Ma noi , atteso la nostra 
definizione do' dati di silo, ne abbiamo dovuto formaro due teoremi . 

Alla prop.lll.f §.9. ) — Questa proposiziono corrisponde alla ut. 
Vatovum di Euclide . 

Allo scolio generale ( §. 26. ) — Per una maggior estensione del pre- 
sente argomento , si potrà riscontrare il cap. v. della parte 1. dell' In- 
venzione geometrica . 

Alla prop. XIII , ed al tuo seoi. 1. (§§.i8, e SO ) . — Io questo sco- 
lio recasi un principio , eh' è il fondamento della Geometria analitica 
nello spazio ; ed esso derivasi dalla propelli , di cui ne sono due casi 
le prop.xi e zìi , nelle quali espongonsi i mezzi da rappresentare gra- 
ficamente il silo di un punto nello spazio , su' quali poggia la Geometria 
descrittiva. Ma poiché altri mezzi presentatisi per ottener lo stesso sco- 
po , cioè riferendolo ad altri punti di sito , o a rette di sito ; però a sta- 
bilire quel primo mezzo adottato come lo piè semplice . conveniva esi- 
bire ancora le costruzioni con questi altri determinanti , il che vedesi 
eseguito nelle prop.ciu. e civ. del presente trattato. (Vcggasi anche 

10 scolio dopo questi , §.508 ) . Ed esse proposizioni , nello loro anali- 
si geometriche, presentano la compiuta determinazione di tal problema. 

Alle prop. XXIV , e XXVI ( §§.73 , *78.) — Da queste due pro- 
posizioni si ha iliemma da cui dipende la risoluzione della prop. 15 
fib. Vili, delle Collezioni di Pappo. 

Alla prop. XX XIV (§. 92. ) — Se combinisi questa proposizione 
Con ciò , eh' è stalo detto nello scol. 1. prop. xiu. ( §. 50 ) , si rileverà 
facilmente il modp geometrico da esibire , per mezzo di una proprietà 
costante di una curva piana data nello spazio , I’ equazione ad essa ; 

11 quale si -vedrà poi analogamente estendersi a quello a doppia cur- 
vatura , ed alle superfìcie curve dalla cui intersezione queste risulta- 
lo , o pur? su cui si considerano segnate. 

Alla prop. XXXV. (§. 94.) — Euclide , ne’ primi sei libri degli E- 
lenienti , diede la costituzione geometrica del triangolo con tre della 
Cinque parli indipendenti di esso ( così dette da’ trtgonometri } , e dallo 
quali se ne ha la corrispondente risoluzione ( Vegg. la nota al §. 69. 
Trigns ». ediz. 13 ) . Ma egli non trattò no' suoi Elemcuti di Geometria 
solida , che il solo caso della costituzione deli angolo solido da tre an- 
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geli piani dati (23. Elem. XI.) ; poiché di questa sola abbisognava , per 
la costituzione del parallelepipedo ( 27. Elem. XI.) , e per talune dimo- 
strazioni . Quindi ò , elio pel triangolo sferico non si avesse la geome- 
trica costituzione , che nel solo caso de' tre lati dati , mancando po- 
rò quella negli altri casi enumerati nella prop. 5 lib. IV. Trigon. , i 
quali corrispondono alla costituzione dell' angolo solido triedro , quan- 
do gli elementi dati per ottenerlo fossero quelli indicali nella nota alla 
prop. 23 . Elem. XI. , e che verranno recati nello seguenti proposizioni , 
in cui ne daremo lo geometriche costruzioni rilevandole dalle corri- 
spondenti esibite in questo trattato. 

Conviene perù premettere per talune di esse il scguento 

L E M M A. 

Se per gli estremi di due raggi di una sfera posti ad angolo , si ti~ 
rimo i rispettivi piani tangenti essa ; questi s inclineranno in un ango- 
lo , eli è supplimenlo di quello compreso da que' raggi . 

Dui. Imperocché è chiaro , che so- per tali raggi si faccia passare un 
piano , questo dovrà esser perpendicolare a ' due piani tangenti suddet- 
ti , e quindi le comuni sezioui di questi con quello dovranno compren- 
dere I’ angolo d’ inclinazione de' piani tangenti • Che perciò nel qua-, 
drilatero che vien costituito da queste comuni sezioni e da' raggi , es- 
sendovi due angoli rolli , i rimanenti duo dovranno essere 1' uno sup- 
plimento dell'altro. 

Con. 1. Si rileva da ciò , che so i raggi fossero tre . rappresentanti 
i lati di un angolo solido triedro ; in tal caso i tre piani tangenti la su- 
perficie storica negli estremi di questi tre raggi , dovranno comprende- 
re un altro angolo solido . in cui le inclinazioni de' piani degli angoli , 
pile lo comprendono, sono i supplimenti rispettivi degli angoli piani co- 
stituenti l’ angolo solido , che aveva per lati i tre raggi . 

Cob. 2. E perchè ogni altro piano perpendicolare all' un de’ raggi , in 
qualunque punto di esso, dea inclinarsi a’ piani perpendicolari ricetti- 
vamente agli altri due raggi , in quelli stessi angoli in cui s' inclinavano 
i tre piani tangenti suddetti ; perciò si potrà generalmente dire , che : 

l ire piani perpendicolari rispettivamente a Ire lati di un angolo solido 
Costituiranno nel loro incontro un altro angolo solido , in cui gli angoli 
i' inclinazione de’ piani de' tre angoli che lo comprendono , sono rispetti- 
vanente i supplimenti di quelli dell' anqolo solido proposto ; che perciò 
quest’ altro angolo solido si dico supptinuntale di quello . 

t-p». 3. E da cjò sarà facile rilevare , che : Se da un punto preso in 
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un angolo solido triedro , si abbassino le perpendicolari su i piani de' tre 
angoli, che lo comprendono ; queste comprenderanno tre angoli , che to- 
no i supplì menti rispettivi di quelli in cui inclin ansi i piani dell' angolo 
solido proposto . 

Scol. Quindi , poiché dati i tre angoli <f inelinazioui do' piani di un 
angolo solido triedro , sono dati per conseguenza anche quelli che coni» 
prendono il suo supplimentale ; e però sono anche dati gli angoli d' in- 
clinazione de’ piani di questo , e conseguentemente quelli del suo sup- 
ptlmento , cioè del proposto ; si vede , elle la costituzione di quelli an- 
golo solido si ridurrà alla prop.23. libro XI. di Euclide. 

Ma ecco in qual modo da' tre angoli piani dati comprendenti un an- 
golo solido possonsi conoscere quelli d' inclinazione de' piani di essi , il 
che si tS precedentemente assunto. 

Siono C'A'B', B'A'I)' , D'A'C' [fig- 1. JV.] i tre angoli dati costituenti 
Tangolo solido in A dìslesisu di un piano, I’ uno accanto all' altro :■ è , 
chiaro, che presi ne' lati estremi A'C' , A'C* lo K'C, A'C' uguali , cor- 
rispondenti alla AG nell' augolo solido in A , e tirate da' punti C' , G 1 - 
alle A'B' , A'B' le perpendicolari C'E , C'F, prodotte finche a 1 incontri- 
no In e ( il qual punto sarebbe quello ove lu perpendicolare abbassata 
da C sul piano opposto BAI) incontrerebbe un tal piano , come si rile- 
va dal ragionamento fatto nel cas. 2. prop, xxv. ) ; saran date te G'E , 
C'E , e le Ec , Fc , le quali retta , ne’ triangoli rettangoli C'Ec , C'Fc , 
quando gli angoli C'A'B' , C'A'D' rimottansi nel loro vero sito , com- 
prendono gli angoli d’ inclinazione do’ piani di quelli al piano dell' an- 
golo H'A'D' . Laonde tali angoli risulteranno determinati. 

E I’ angolo d' inclinazione di quo' piani tra loro si potrà facilmcnto 
determinare nel seguente modo. 

Giungasi la EF , ed abbassate da' punir E , F le perpendicolari EU,. 
FH rispettivamente alle A'C' , A'C' , destra e sinistra ; il triangolo co- 
stituito dalle tre rette EF, EH, FH darà, nell'angolo opposto alla EF> 
quello che si cerca. 

* Problema k 

Costituire l' angolo solido co ' Ire angoli dati , che debbono comprenderlo » 

E questo il problema risoluto da Euclide nella prop. 23. Elem.XI , 
ed esso corrisponde alla costituzione geometrica del triangolo sferico 
sopra la superficie di una sfera , dalli suoi tre lati ; cd ancora alla ri- 
soluzione trigonometrica del medesimo nel caso 1. pmp. 3. lib. IV. 
Irigoii. lui perocché i_ i i o angoli del triangolo sferico risultano determi- 
nati dal lemma precedente . 
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Scol. E por mezzo del lemma stesso , e di ciò di' ò stato indicalo 
nello scolio , rimane risoluto I' altro problema «li : Costituire 1 angolo 
follilo , itale le inclinazioni rispettive ile' Ire piani degli angoli , che deb- 
bono comprenderlo ; eh’ ò il caso 2. della prop. citata. 

Problema n. 

Costituire l' angolo solido rondile angoli' dati de’ Ire, che debbo a 
comprenderlo , e f inclinazione de' loro piani. 

Sol. Nel lato comune AB degli angoli piani dati BAC,BAD[/Sg.2.JV.] 
costituenti I' angolo solido in. A, prendasi la AB di quella grandezza die 
si voglia , alla quale tirinsi no’ piani di quegli angoli rispettivamente le 
perpendicolari BD , BC : esse risulteranno date , e comprenderanno 
il dato angolo d' inclinazione CBU ; e però . costituito con questi dati 
il triangolo CBI) , risulterà data la CD. Ed il triangolo CAI) , avendo 
dati i tre lati , sarà pur dato I' angolo CAD . Laonde il proposto pro- 
blema sarà ridotto al precedente. 

Scol. 1. Un tal problema corrisponde al caso 3. prop. v. lib. IV. 
frigo n.E le rimanenti due inclinazioni do’ piani degli angoli dati al pia- 
no del terzo angolo si costruiranno geometricamente come nella prop. 
xxvi. ( §. 78 ). 

Scol. 2. E da esso , per mezzo del lemma precedente , risulta an- 
che risoluto il problema di : Costituire l' angolo sol do , dato un solo 
de' Ire angoli piani , che il comprendono , eie inclinazioni al piano di 
esso depiani de due altri angoli. Clic corrisponde al cus.V. della prop.T. 
lib. IV. Trigon. E la costruzione geometrica di questo caso si ha dal- 
la prop. xxv. ( §. T7. ) . 

Problema ih. 

Costituire f angolo solido, dati due de' tre angoli piani che il debbono 
comprendere, c V inclinazione del piano dell un di essi a quello del terzo m 

Sol. SienoBAD , BAC [ fig. 3. N. ] gli angoli dati , c sia pur data 
l'inclinazione del piano dell’ angolo BAD a quello del terzo angoloDAC. 

Dal punto B preso nel lato AB si tirino alle AD . AC le perpendico- 
lari BF , BC , che risulteranno -dato , e la BE perpendicolare al pia- 
no DAC . Giungansi loEF, EC. Sarà I’ angolo BFE quello d’inclina- 
zione del piano BAD al piano DAC ; o la EC risulterò perpendicola- 
re alla AC. 

Or nel triangolo BEF rettangolo in E , essendo dato 1’ angolo in F , 
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è la BF , «a rè data la BE , o la EF ; c però il ponto F . É Beli’ àllfd 
triangolo BCA rettangolo in C , essendo dato 1* angolo BAU, e la flC j 
sarà pur data la AC . Quindi se dal centro A , con l'intervallo AC -, 
descrivasi il cerchio GCfcì « al quale dal punto E tirisi la tàngente ECj 
il contatto C determinerà il torio angolo DAC ; ed il presente proble- 
ma sarà ancora ridotto ai 1°. 

Scol. 1. Questo problema corrisponde al caso 5. prop. v. lib. IV. 
Trigon. E vedesi anche geometricamente risoluto nel §. 79. 

Scol. 2. E da esso , permeilo del lemma risulta ancor risoluto il 
problema di : Costituire l’angolo solido con due inclinazioni date de’ tre 
piani degli angoli , che debbono comprenderlo , e 1 un di guelfi angoli 
oppoiti a quelle due inclinazioni, eh’ è il caso 6 di quella proposiiiouei 

Alla prop. XXXIX. ( §, 101. ) — Nel caso di piani ortogonali , la 
proiezione orizzontale del punto a cadrà in K' » e la costruzione si ren- 
derà più agevole. 

Alla prop. XI. (§. 103). — Il problema , che qui proponcsi a ri- 
solvere è lo stesso delta prop. 23. Eleni. 1. ; se non che in questo il 
piano della retta data è dato da se medesimo!, mentre nella proposi- 
zione presente è dato pe’ suoi determinanti . E questa soluzione para- 
gonata con quella può rischiarare la differenza tra l' un gonero di co- 
struzioni , e l' altro. 

Alla prop. XtV. (§. 112.) — Il sommo analista Lagrange, per uri 
esempio dell’ applicazione del metodo do' massimi , e minimi alle fun- 
zioni di più variabili , abbozzò con tal mezzo la soluzione del proble- 
ma della minima distanza di due rette nello tpazio ( Traiti des fonctiont 
analyt.§.!68). Ed egli cosi conchiude : » Gomme Ics équalions en x et 
» y sont linda ircs, la determinatimi de ces quantités n'a aucune difficoltò j 
« nous no nous y arrétoroos pas, d' autant quo ce prohlcme ut suscepti- 
» ble d’ une solulion géométrique fori élégante. « Né tampoco può pure 
a questa compararsi la soluzione algebrica , che no recarono posterior- 
mente i distinti analisti francesi Munge , ed Ilachettu ( Applic. de Al- 
gebre a la Gèomèt. §§. 30 a 33. J, e nè pur quelle , che da altri no so- 
no state posteriormente date , non ostante la preparazione geometri- 
ca, che si è premessa all' analisi algebrica , e dalla quale con poco altro 
si sarebbe pervenuto alla compiuta soluzione del problema . Ed anche 
dopo tutti gli sforzi dell'Analisi algebrica, la soluzione si rimano limi- 
tala ad equazioni , e valori di non facile costruzione , mentre la solu- 
zione geometrica offre facilmente la grandezza , e posizione del quesito 
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di ob problema puramente di «ito . Serva ciò di avvertimento in ado- 
perare per ciascun problema quel metodo che l’ è proprio , senza pre- 
dilezione , nò ostinazione ; di che ne ha dato un chiaro argomento la 
eocclnusione del Lagrange di sopra recata , con la quale volle indica- 
re aver egli abbozzata quella soluzione solamente per dimostrare l’uso 
di quel metodo , e non già perchè la credesse propria pel problema , 
rimettendo per questa alla soluzione geometrica. Cessino dunque» 
una volta le piò che superflue dispute di prevalenza di metodi , e si ri- 
volga ogni cura io ben apprenderli , e coltivarli tutti , e saperne usa- 
re opportunamente . Ci dispiace il ritornare spesso a ciò ripetere : ma 
le circostanze l'esigono ; e facciamo voti , perchè non no avessimo 
inai più a parlare » 

Al eup. VI. — La maniera come vedesi qui trattata la genesi delle 
superficie curve » che sembraci nuova , ò la piò generale , che potes- 
se convenire al presente argomento . Nè tampoco sembraci che altri 
avesse trattata la teorica de’ determinanti per esse , com’ era conve- 
niente fare , per compiere la dottrina de 1 liti appena abbozzata da 
Euclide nel suo libro Dalorum. 

Alln itf. XII. ( §. 118 ) . — Dàlia genesi qnl assegnata per le su- 
perficie curve non rimane escluso nè meno il piano ; il quale può con- 
cepirsi generato da una reita che scorra lungo un’ altra, passando sem- 
pre per un punto dato , o serbandosi sompre parallela ad un’altra retta 
di lite . La prima delle quali genesi è uniforme a quella delie superfi- 
cie coniche , f altra alle cilindriche. . 

Alle ìef. tVIli. , XIX. ,tXÌ.( g§. Ut, 148, ISO ) . — La sem- 
plicissima , e naturai definizione data del piano tangente una superfi- 
cie curva è analoga a quella , che perla retta tangente una linea cun* 
va stabilirono gli antichi geometri , e da’ moderni ancora comunemen- 
te adottata. Da esàa derivasi pore facilmente , e con chiarezza quella 
pel contatto delle superficie curve tra loro, e della normale in un pun- 
tò qualunque di queste . E le soluzioni de’ problemi de’ piani tangenti 
lo superficie curve , e de’ contatti tra esse , che recansi nel presento 
capitolo , e ne’ due seguenti si veggono derivare chiaramente dalle de- 
finizioni date , e però rendersi facili , ed eleganti < 

Al lemma t. problema t, ( §. 169 ) — Di questo elementarissimo 
problema , che abbiamo qui dovuto riportare come lemma , e la cui 
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soluzione poteva anche ben rilevarsi dalla prop. 118. lib. VII. Colteci. 
Malti, di Pappo , fa maraviglia come il Clavio . seguendo il Cardano , 
abbia potuto farne tanto caso , e tanti casi , senza mai giugnere a ro- 
derne la soluzione generale , eh’ è quella da noi esibita , e dalla quale 
dcducesi immediatamente , che : la tangente comune a due cerchi diti- 
ile la congiungente de loro centri nella ragione de’ raggi ; e più gene- 
ralmente lo eletto per una retta la guale tronchi da due cerchi due por- 
zioni «imiti. Ed è pure rimarchevole , che il dotto analista La eroi* , 
mentre ne reca , nella sua Geometrìa descrittiva, la soluzione esposta 
dal Clavio, 1' abbia ripetutamente data ad un tempo, o come semplicis- 
sima , e come d’ incognito autore. 

Al lemma 2. ( §. 173.) — Un tal tcoroma potrebbe anche enunciarsi 
nel seguentè modo : Se in ciascuna delle congiungenti t centri di tre 
cerchi , considerali a due per volta , ti assegnino i punti ove quella ri - 
mane divisa nella ragione de' raggi rispettiti ; ogni tre di tali punti , 
comunque j ire si , saranno allogati in una retta di etto. 

Allorché nel 1801 mi capitò casualmente alle mani la Geometria de- 
scrittiva del Monge (poiché a quell’ epoca era per noi assolutamente 
interrotta ogni corrispondenza con la Francia ) , o cho m’ invogliai a 
compilarne ancor io gli Elementi , sul piano stesso dell' illustre geome- 
tra francese, rimasi sorpreso dat vedere, che costui deducesse la verità 
del presente lemma , con ordine inverso , dallo considerazioni de’ pia- 
ni tangenti tre sfere ( Giorni!, dissript. §§. 42 a 44 )•, e volendo di- 
mostrarla nel modo conveniente , mi si presentò subito quella dimo- 
strazione che or si vede , e che partni preferibile a quanto altre ne 
ho poi incontrato in diverso opero , e tra queste ancor quella recatavi 
dal celebre discepolo dell’ Eulero Nicola Fuss , nella Memoria, che col 
titolo di Dimonelration de quelques theorimes de Giomilrie trovasi in- 
serita nel voi. XIV. denunci Atti di Pietroburgo , per gii anni 1797 , c 
1798, pubblicato net 1805, e pervenuto alla nostra R. Biblioteca da 
pochi anni fa. E conviene osservare, che l’autore s’. introduce alla sua 
Memoria , con dire : » Il y a dejà plusieurs années , qu'unjeunc fran- 
» foia employé alors au oorps imperiai des cadets de terrò , me parlò 
» d’ un théoréme de Géométrie qui , dans le lemps , qu' il étoit cnco- 
» re a Paris a I’ École Rovaio militarne , avoit eu quclque celebrile , 

» et qu’ on avoit prétendu lenir du fon M. d’ Alembert . Je lui cn don- 
» nai une démonstralion , dont j’ ai trouvé depuis peu le brouillon en 
» fcuillant me papiérs. En relisant cctte démonstralion j’ ai vu, que la 
» belle proprielé qu’en fait le sujet.pcut conduire a d’ autres non moina 
» remai quoblcs . En rasscmblant mesidées sur cotte matiere il en est 
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» rosulté le polii Mémoirc quo j’ ai l'Iionncnr do próscoter lei à l'Aca- 
» demie, pour la Collcction des Mémoires traduits en Russo, qu’ elle so 
« propose do publier , ou Lieo pour Ics Actes mèmes, si Elle le jugo 
» digue do cet honneur . Il y fera sana donto plaisir à plus d' un ama- 
» (curde la Géométrie , et pcut ètra mime àqudque góométre de pro- 
« fession a . Ma Don so comprenderò , clic questo teorema potesse 
venir tanto agitato nella scuola di Parigi , elio fosse stato rilevato dal 
<T Alembert t che si stentasse tanto a dimostrarlo , e clic il Mongo non 
avesse affatto conosciuto tutto questo , quando ne recava una dimostra- 
zione assai impropria . 

La dimostrazione del Fuss è fondata buI seguente lemma , che : Se i 
lati AB.AC.BC [fig.4.1V.'\ del triangolo ABC ti prolunghino in D,F,E, 
sicché sia ADX^EXCF = AFXM>XCE ; » tre punti D, F, E do- 
rranno stare per dritto : ch'egli dimostra partendo da principi! trigo- 
nomotrici . Ed un tal teorema coincide col seguente enunciato in modo 
più geometrico : Se da un punto B preso nel lato AD del triangolo ADF 
a' inclini sull" altro lato AF la retta BCE , in modo che stia AF : FC :: 

( AD : 1)B )( BE : EC) ; il punto E dovrà trovarsi nella DP prolungala , 
da aei riportato nelle note alla Geometria di sito ho dal 1815 , od ivi 
rilevato nel seguento modo quasi intuitivo : 

Si tiri per B la BG parallela alla DF , si avrà AF : FG :: AD :: DB . 
ed FG : FC BE : EC ; e però AF : FC :: ( AD : DB ) ( BE : EC ) . 

E poteva ancora una tal verità rilevarsi da Pappo , il quale no di- 
mostra la conversa, cioè, che : Se nel prolungamento di un lato DF del 
triangolo DAF prendasi un punto E , dal quale s' inclini sugli altri duo 
lati del triangolo la ECB\ dovrà stare AF : FC :: (AB : DB)(BE: EC!. 
Veggasi Cotteci. Mathem. lib. Vili. prop. 3. Ed ancora Tolomeo I' a- 
veva dimostrata in principio del cap. 12. lib. 1. del suo Almagesto. 

Ma la dimostrazione del Fuss pel teorema di cui trattasi, oltre al- 
r esser fondata sudi un lemma dimostrato trigonometricamente , l'ù 
pur essa condotta , senza bisogno , con principi! trigonometrici . 

Egli poi estende nel toor. 2. la verità dimostrata pe’ cerchi alle sfo- 
ro ; il che ben rilevasi dall' analisi geometrica del problema da noi re- 
catone! §. 171. E poi va producendo queste due verità a quattro e più 
cerchi disuguali posti in un piano , oo’ contri ne vertici degli angoli 
di un quadrilatero , odi un poligono . Lo stesso per le sfere generate 
da tali cerchi \ nei che vede si assai più generalmente estesa una tal 
dottrina , che noi fu dal Monge nel luogo citato . Ma in tutte queste 
cose potranno benissimo esercitarsi i giovani , non presentando alcun» 
ditticeli;! di ricerca , odi dimostrazione. 

li Fv.»j deduce da ywl teorema taluni altri . de’ quali non ò qui il lun- 
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go proprio a parlarne , serbando ciò al volume degli Optatoli ma'ema-, 
|ic» , ove sarà trattato di proposito de’ Contatti circolari , i tf triti. 

Alla firop. LXII , td allo tool. ( §./ 74 » t75 ) . — Poato il lemma 
precedente , la soluzione del problema del piano tangente tre tfere date 
di grandezze e di etto, sì geometrica, che descrittiva diviene facilissima, 
ed assai elegante ; e facilmente se ne distinguano i varii modi di otte- 
nerla , come vedesi nello scolio. 

Al lemma 3. td alla prop. LXIII. e i col. ( §§. 176 a 180. ) — Tan- 
fo il lemma , quanto U problema , per la cui Soluzione è premesso , e 
che n é un semplice corollario, sono nuovi ne' trattati di Geometria de - 1 
ecriniva -, e vi doveva questo aver luogo , per l’ argomento del prese*-* 
fé capitolo. 

Cade qui in acconcio dimostrare il seguente 
Teorema. 

la linea di contatto di una superfìcie di rivoluzione generala da una 
Curva conica , col cono di «» dato vertice circoscrittole , i sempre un* 
curva piana , e però una curva conica. 

Dm. Suppongasi la superficie proposta generata dall'ellisse ADB[/Sj. 5.) 
rivolta intorno l’asse AB , ed il cono circoscrittole abbia por vertice U 
punto P, che congiungasi.col centro O dell'ellisse: il piano condotto per 
le PO , AB segnerà nella superficie conica circoscritta i lati PD , PF 
tangenti quella in D , F , eia congiunta DF dovrà risultar parallela alla 
tangente I' ellisse in C , e segnare nella OP tal punto £ , che stia OP 
: OC :: OC ; OE (§§.135 e 1 18 Scz.con. geometr.) . Si concepisca ora 
passare per la OP un qualunque altro piano, che segnerà sempre nella 
superficie di rivoluzione un’ ellisse CdGf, e nella. superficie conica i la- 
ti P d, P f tangenti quella ; sicché la retta df fra contatti dovrà risultare 
parallela alla tangeute l'ellisse CdG/'in C , ed essere OP: OC::OC: OE, 
cioè passare pel medesimo punto E . 

Or siccome tutte le tangenti le ellissi suddette in C debbono cadere 
nel piano tangente in tal punto la superficie di rivoluzione ( §. 1'*'*. ) ; 
cobi dovranno tutte le rispettive parallele ad esse giacerò in un piano , 
che sarà parallelo a quel piano tangente , e passerà pel pnnto E ; e la 
Curva di contatto , che è quella in cui un tal piano intersega la superfi- 
cie di rivoluzione sarà quindi una curva piana. 

Lo dimostrazione sarebbe identicamente ia stessa nel caso di una co- 
ppidc iperbolica. £ per la conoide parabolica la IH) dovrebbe condur- 
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li parallela all’asse della parabola generatrice , ed il ponto E ai otter- 
rà col prendere la EC uguale alla CP ; poiché ciascuna dello curve pro- 
dotte da' piani seganti condotti per la OP è parabola ( §§.212 , 211 ). 

Coi. J. Dalla precedente analisi del teorema risultando assegnato , 
come si è veduto , il piano della curva di contatto , ed il centro E di ca- 
sa, che com’è chiaro in generale è un’ellisse, si potrà questa facilmente 
descrivere rappresentandola nel piano . E so ne potranno ancora, consi- 
derandola nel sito io cui si ritrova , assegnare le projczioui con un mo- 
to continuato . 

Con. 2. Potendosi il cilindro considerare come un cono a fati concor- 
renti all' infinito , si vede che il teorema abbia luogo anche per la su- 
perficie cllindiica circoscritta a quella di rivoluzione generata da una 
curva conica, 

Scol. E si rileverà in appresso ( nella parte II. dtlpret. trattato ) , 
che lo stesso teorema abbia luogo in generale per le superficie del «*- 
coni! orditi a. 

Alleprop. LXV11I , e LXIX. ( §§./73 a 193.) — I problemi trat- 
tati negl' indicati §§. dovevano recarsi in questo capitolo , per com- 
pierne i' argomento di esso. 

Al cap. X. — In questo capitolo abbiamo voluto dare un saggio del- 
le soluzioni eleganti , ed indipendenti I’ una dall' altra , che per tuU'i 
problemi de' contatti sferici , ottengoosi , sia geometricamente , sia gra- 
ficamente , mediante ia nuova proprietà dei triangolo rilevatavi dal no- 
atro Fergoia, e che vedesi esposta nel lemma 1. Del quale argomento , 
come dell' altro analogo* de' contatti circolari , che pure sullo stessa 
principio geometrico vedesi tutto fondato , insieme ad altri affini , sarà 
a disteso trattato nel voi. 111. degli Opuscoli matematici , corno più 
volte è stato detto . 

Alleprop. LXXII. e LXXIII. ( §§. 210 , e 2 II.) . — Il punto arbi- 
trario a prendersi nella retta di sito potrà esser quello stesso in cuj 
questa incontra il piano orizzontale ; il che ne simplifica alquanto la 
costruzione. 

A teor II. , e V. ( §§. 217 , « 225.) — Lo verità qui dimostrate ge- 
neralmente , come al presente trattato convengasi , possono ricevere 
pel caso di due curve definibili la seguente geometrica dimostrazione . 

La curva direttrice MAN [fig.6.N.) di una superficie conica del ver- 
tice A sia rapportata all'asse AP , sicché abbiasi uu costante rapporto 
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tra lo coordinato AX, XY a questo. S intenda poi vortice R del cono, e 
por I’ asse AP tirato il piano, cho segherà quello della seziono man pa- 
rallela alla MAN nella retta ap parallela ad AP. Or sieno AX , XY lo 
coordinato della curva MAN per un qualunque punto Y di essa ; con- 
giunte le RX, RY, queste incontreranno la rotta ap , c la curva man 
ne' punti x, y tali, cho la xy risulterà parallela alla XY; e però dovrà 
stare XY : xy :: RX : Rx. Ma questa seconda ragiono pareggia quella 
di RX: Rx, c quindi l'altra di AX: ax. Laonde starà XY:xy::AX : ax; 
e permutando XY : AX : xy : ax ; e però la relaziono tra lo coordi- 
nate della curva man sarà identica a quella tra lo coordinato dall' altra 
MAN . Quindi tali curvo dovranno essere della stessa natura , e simi- 
li tra loro , mentre gli elementi proporzionali di esse, corrispondono ad 
angoli uguali. 

Ed è poi evidente esser ancho similmente poste. 

La dimostrazione pel caso del cilindro si ottiene analogamente , ed ò 
anzi più facile a compiersi, 

/ì teor. IV, e VII. ( SS- 224 , i 232.) — Le verità rilevate in que- 
sti due teoremi si potranno generalmente , ed in modo diretto ottenere 
nel seguente modo. 

Problema i. 

Determinare la nettuni delta lesione prodotta da un piano , che leghi 
comunque una euperficie rtUa cilindrica a baie ellittica , ma non già 
•dia direzione de tuoi lati. 

Analisi geometrica. 

Bapprcsenti nrnV [ fig.7. JV. ] la seziono prodotta dal piano segante 
nella superficie cilindrica ARRA' , di cui no sia baso l'ellisse BPB'P' 
intorno al centro O, e con gli assi BR*. CC'.Per un punto rdi quella se- 
zione si concepisca passare il piano brb’r* parallelo alla base , cho pro- 
durrà nella superficie cilindrica l'ellisse l> r IV identica alla base [teor. 2), 
e questi due piani s' intersecheranno in una retta rr* . Or pel punto 
medio u di questa retta , e per l' asso OK del cilindro s' intenda pas- 
sare il piano , che segnerà nella superficie di questo i lati Pj> , P 1 p' , 
nelle ellissi BPB'l", bpVpf i diametri uguali o paralleli PP', pp', o net 
piano segante proposto la «»' , clic passerà per u. Sia inoltre OQ il se- 
midiametro dell’ ellisse coniugalo ad OP , e pel centro O di questa sia 
tirata la NO.V parallela alla mi', che esisterà nel piano testò tiralo per 
V asse del cilindro. Ciò premesso. 
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Ter le ellissi BPB'P', bpb'p 1 parallelo ed identiche sta 
r : puXupf :: OQ> : ON* 

Ed è poi pvXvp 1 '■ n«X«n' "J>u* : 11 V :: OP’ : ON* 
Aduuquo si avrà ru’ : nuXun' " GQ’ : ON*. 

E però la sezione nrnV sarà un ellisse , di cui nun' ó un diametro, 
ed il punto medio o di questo il centro, il quale dovrà trovarsi nell' as- 
se OK del cilindro. 

Coi. 1. Quindi ogni cilindro scaleno a baso ellittica si potrà ridur- 
re a cilindro retto , anche a base ellittica , segandolo con un piano per- 
pendicolare coll' asse. E però la verità dimostrata nel teorema per quel 
cilindro 1' è generale. 

Coa. 2. Il piano per lo ON , OQ essendo parallelo all* altro nr»V , 
dovrà produrre nel cilindro un’ ellisse identica all’altra nrn'r 1 . 

Scol. Perchè I’ ellisse NPN'P' divenisse cerchio. ò chiaro, che debba 
esser retto l’ angolo QON , e la QO uguale alla ON. Or por la prima di 
tali condizioni richiedesi elio la ON cada nel piano B.VA'B' [ /fy.S.iV.] ; 
e per la seconda , essendo la ON maggioro della OB , dovrà questa es- 
sere il semiasse minore dell’ ellisse BCB'C' , ed OC sarà in tal caso il 
maggioro . Laonde il punto N si otterrà descrivendo, nel piano BAA'B* 
condotto peri* asso OK del cilindro e per l’asso minoro della base , il 
cerchio col raggio OC quanto il semiasse maggiore . .il quale segnerà 
ne’ lati AB , A'B' i punti N , N' , N" , N' u . soddisfacenti al quesito , 
come fu anche detto nel teorema IV. ( §. 224. ). E si avranno per tal 
modo, per ogni punto dell'asse OK , due sezioni circolari uguali, e suc- 
contrariamente poste , i cui piani saranno similmente inclinati all' asso 
del cilindro retto sul qualo sono prodotte. 

Problema il. 

Determinar fa sezione prodotta in un cono retto a baie ellittica da un 
piano legante qualunque. 

Analisi geometrica. 

Sia nrn'r , [fig.9.'] una di tali sezioni, e per un punto r di essa si fac- 
cia passare il piano parallelo alla baso BPB'P' del cono proposto , che 
produrrà l'ellisse 6 r6V simile e similmente posta alla base suddetta 
( teor. 5. §.223. ) . Sia pp 1 il diametro di quest’ ellisse , che passa pel 
punto u medio di rr* , e s' intenda condotto pel vertice A del cono , e 
per la pp> il piano , cho segnerà nel cono il triangolo per l’ asso PAI", 
il quale s' interseghi con la sezione proposta nrnV nella retta nn', che 
passerà ancor essa pel punto u. 
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Ciò posto, sia OQ il semidiamotro dell' ellisse BPB'P' conjugato ad 
OP ,o per O sia tirata la NON' parallela alla nun' , ed essa incontri 
in N , N'i lati del triangolo PAP' . 

Per 1' ellisse br V simile all' altra BQB' sta 

ru* : pu Xup* OQ* , ÓP’ 

ed è poi puXup 1 : nuX«»' " OP’ : NOxO^ 

Adunque sarò ru’ : nuXun' ” OQ’ : NOXON* 

E perula sezione nrnV sarà una curva conica , che avrà per centrò 
il punto o medio della nn' , e per semidiametro conjugato ad on l’altro 
og parallelo ad rr' , e quarto proporzionale in ordiue alla media propor* 
zionale tra NO ed ON', alla OQ , ed alla or». 

DETEBMIjfAZIONE DELLA SEZIONE. 

Una tal sezione conica sarà , com’ è noto , ellisse , o iperbole secon* 
do che la r u cada tra i punti n, n' , o al di là di essi : e sarà parabola 
se la nun' incontri un solo lato del triangolo per f asse PAP', cioè elio 
abbia luogo un solo de punti d’ incontro n , n' . Vale a dire che la se- 
zione sarà ellisse se la nn' incontri i lati del triangolo PAP' entrambi dal* 
la Btesea parte del punto A . La ru incontrerà poi la nn' nel auo prolun* 
gamento , se mai essa incontri l' un de' lati AP , AP' al di sotto del puo- 
to A , I’ altro al di sopra , ed in tal caso la sezione sarà iperbole • Fi- 
nalmente risulterà parabola scia nn' risulti parallela all’ un de' lati 
AP , AF' . Il che consente con le dottrine de Conici. 

Coa. 1. Potendosi ogni cono obbtiquo a base ellittica ridurre a retto, 
col far passare pel centro della base un piano perpendicolare all' asae di 
esso , si vede perciò estendersi la ricerca di sopra recala ad un qua* 
lunquc cono a base ellittica. 

Coa. 2. Risulta inoltre dall' analisi geometrica di sopra recata , che 
tuli' i centri delle sezioni parallele , e però simili debbano essere allo- 
gati nella retta dio passa pel vertice , c pel centro dell' una di esse . 

Scol. Nel caso delle sezioni ellittiche , la sezione diverrà cerchio se 
l’ angolo NOQ sia retto , ed NOXON' s= OQ*. 

Or per potersi vcriGcare la prima di queste condizioni è necessario 
cho i punti N , N' cadano tra 1 lati AB, AB 1 [fig. IO.N .] del triangolo per 
1* asse 1ÌB 1 ; poiché in tal caso l‘ angolo N’OC è sempre retto ( OC rap- 
presenta il semiasse conjugato ad OBJ. Inoltre per potersi verificare la 
seconda condizione è necessario , che sia OB > OC ; mentre essendo 
BOxOiy il minimo di lutt'i rettangoli, che si hanno da’ segmenti della 
rette condotte per O , e distese fino a' lati AB , AB' ; allora potrà in- 
clinarsi la NN' tal che sia NOXON'rrOC* , quando fosse OC > OB. E 
perchè dal punto Osi può tirare un’altra rotta uguale ad NN' , succon- 
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traciamente poste ; cosi in due modi potrì segarsi un cono secondo 
cerchi ; e questi cerchi saranno uguali , e succonlrarii ; e la comune 
intersezione di ciascun di loro colla baso del cono , o col piano parai 1 - 
telo a questa passante pel centro di quella , sarà 1' asse maggioro di tal 
baso , o sezione . 

Per conseguenza un cono retto a base ellittica può sempre venir . 
segato in due modi diversi , secondo cerchi , che saranno uguali , o 
succon tra riamente posti . E dal cor. 1. rilevasi di poter anche otte- 
ner lo stesso pel cono scaleno]. 

Al §. 252, ( Teor. VII, ) — La verità del presente teorema risulta 
della possibilità del seguente problema , di cui recheremo la soluzio- 
ne , anche per le utili considerazioni geometriche alle quali dà luogo . 

Problema. 

inclinare fra’ lati di un dato angolo una retta , che patti per un pun- 
to dato , in modo che i segmenti di està , tra questo punto ed i Ulti del- 
l’angolo. Comprendano un dato rettangolo. 

Soluz. Dal dato punto 0 [ fg. li. N. ] si tiri all' un de' lati AB del 
dato angolo BAB' la perpendicolare OP , e si prolunghi^ in E , finché 
la OE sia terza proporzionale in ordine ad OP od M ( M’ ò il quadrato 
cui dee essere uguale il rettangolo de' segmenti della retta tirata pur 0 
tra' iati AB , AB' J ; e sulla OE come diametro descrivasi il cerchio 
ONE , che incontrando le retta AB' vi segnerà i punti N , N' ciascun 
de quali congiunto col punto 0 , e prodotte le cougiuogenti NO , N'O 
lino al lato AB in n, n', i rettangoli N'On , N'On' pa reggeranno M’. 

In fatti congiunta la NE , risultando armili i triangoli ENO , OPn ai 
ha EO : ON :: On ; OP ; quindi NOXOn = EOxOPjcc M* , E si- 
milmente dal congiungersi EN' si rileverà N'OXOn'=: M’. 

Si vede clic il limite della possibilità di questo problema sia quando 
il cerchio del diametro OE toccasse solamente la AB'. 

Cor. Dalla precedente soluzione ricavasi il seguente 

Teorema. 

Dato il lite di una retta AB rispetto ad un cerchio ENO di un dato 
raggio , pel cui centro tu tal retta sia tirata la perpendicolare EP , che 
incontri la circonferenza in E.O; i rettangoli delle parti di ciateuna se- 
gante NOn il cerchio, condottati pel punto 0 della sua circonferenza , t 
prodotta fino alla retta AB , saranno tra loro uguali , e ciascuno quanto 
il rettangolo dato delle parli della legante EOP. 

C 
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Risulta «la questo teorema ilio non la perpendicolare solamente , ma 
qualunque inclinala si fosso tirata «lai punto 0 ad un lato del dato ango- 
li avrebbe potuto valore per 1' apparecchio alla soluzione del problema. 
Di fatti , per non tirarla arbitrariamente , supponiamo esser quella elio 
conpiiinge il punto dato O col vertice A del dato angolo : prodotta la 
AO in e fino alla circonferenza del cerchio , e congiunta la Ee si vodc, 
che il rettangolo AO sia quanto EOF, o Eia M\ e l' angolo OEc ugua- 
le ad CUP. Quindi se, fatto il rettangolo AOe uguale ad M\ si descriva 
sullo Oe il segmento di cerchio OEe capace ridi' angolo OAP, ed alterno 
a questo ; si otterranno nella AB* gli stessi punti N, Pi* , che si erano a- 
vuti dalla costruzione recata al problema . Ma questa 6 più elegante . 

Scol. Se nella costruzione del problema la terza proporzionalo in 
ordine ad OP ed M si fosse presa dallo stesso verso della Ot'[/ij..//.A r .], 
come la OE', o descritto il cerchio del diametro OE' , si sarebbero a- 
vute le soluzioni del problema corrispondenti alle inflesse dal pun- 
to O , negli angoli aupplementali L'Alt" , BAI1'" del proposto . Edù 
pur questa la costruzione da praticarsi pel caso identico del punto O da- 
to fuori dell' angolo B'AB. 

Alla prop. LXXTI. (§.238. ) — La presente considerazione di un 
piano, che sega una superficie conica, ci porgo occasiono di qui recare 
per quelle di second' ordine una nuova proprietà di esso , per le curve 
di seziono . che potrà riescir feconda di utili conseguenze . 

Sia il cono APQV [ fg.I2.N. ] segato da un piano , die vi produca 
la seziono XZY , e questo incontri I' asse AO del cono nel punto N , 
e l'altro piano , che si tiri pel vertice A parallelo alla base PQV , nella 
retta RS . Or suppongasi tirata , nel piano della sezione XZY , pel 
punto N , una qualunque retta XNY , prodotta Gnoalla RS in G , e 
giungasi la AG , elio sarà la comune sezione del piano per la GXY o 
pel vertice A, col piano parallelo alla base PQV ; o per conseguenza la 
AG dovrà esser parallela alla comune sezione PQ di tali due piani . 
E come che la PQ è bisecata in O ; le quattro retto AG , AQ , AO , AP, 
saranno armonicali (§.77.Sez.con.gtom. ed. IO.) . Quindi la GX sarà 
divisa armonicamente ne' punti Y, N ; e però la RSsarà la polare del 
punto N . 

Da clic , la polare di un punto per una curva conica risulta assegna- 
bile dalla stessa genesi per sezione. La qnat circostanza da nessun' al- 
trarapprescntazion» di esse curve può ottenersi . 

Al Cap. XIII. delle inttretziom delle euperfic.'e curve . — Per com- 
pimento delle ricerche fatte su quest'oggetto riporteremo qui il se- 
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guente teorema, del quale , per quanto lappiamo , li è finora deside- 
rala uua generai dimostraziooo. 

Tioim. 

Se idi cono penetrando ima tuptrfeie di rivoluzione generala fa 
una curva contea ri produca nell' entrare in etto una curva piana ;: 
dovrà anche esser piana I' altra curva per cusn' ceco. 

Dim. Rappresentino AGB, ERF [/Ì17./J.ÌV.] lo due cunre prodotte da' 
una superficie conica nell'entrare ed uscirò dalla superfìcie di rivolu- 
zione ABFE generata da una curva couica, e la prima di quelle curve 
AGB sia piana ; ed essa suppongasi esser la direttrice di un'altra super- 
ficie conica circoscritta alla superficie proposta, e ne aia C il vertice . 
Suppongasi inoltre circoscritto, alla stessa superficie un altro cono , che 
abbia comune il vertice V del cono penetrante ; e congiunti per la YC 
i vertici C , V di questi due coni circoscritti, s'intenda per tal retta 
passare un piano qualunque . Un tal piano seghorà la superficie di ri- 
voluzione in una sezione conica APQB , i due coni circoscritti ne' lati" 
CA , CB ; VP , YQ tangenti quella sezione conica , ed il cono peno» 
trante ne' lati VA , VB , che interseglieranno la lezione conica ne' pun- 
ti E , F comuni ancora all altra curva ERF . 

Ciò posto costituiscasi da' quattro punti A , E , F V B'il quadrilate- 
ro iscritto completo A Eli FU A , e congiugansi ancora i contatti P , Q. 
Inoltre applichimi a’ punti E , E le tangenti EO , FI). Saranno C, D, 
fpoli de' lati opposti AB , EFY«o<- apr tS.parab.n.m.) , ed II, V le 
intersezioni delle altre due coppie di lati opposti BE , AF , AE , BF : 
die però i quattro punti C , II , D, V dovranno stare per dritto fn.xi , 
not.cil) ; e quindi sulla retta VC, clic già. passava pe’ punti V , C. I- 
noltre essendo PQ la polare del punto Y , dovrà essa passare poi punto- 
U ; e perciò qualunque sia la posizione del piano condotto per la VC, 
dovrà sempre la 1X2 trovarsi nel piano di contatto della superficie, c dot ' 
cono circoscrittoio dei vertice V, ossia nel piano polare del punto li - 
da che risulta , che il puntoli rimanga invariato per qualunque posi- 
zione del piano condotto per la VC. Ala questa retta è armonicamente 
divisa ne' punti C, H, D, V ( n.xii.nof.etl./', e sono dati di sito i punti 
C, li, V. Quindi dovrà anche risultar dato nel sito il punto D ; e per 
conseguenza la EF polare di U, a riguardo della sezione conica APQB, 
dovrà trovarsi sempre in un medesimo plano , comunque vari! tal se- 
zione conica , cioè nel piano polare del punto D , a riguardo della *u- 
jictficif di rivoluzione proposta , Ma i punti E , F appartengono alla 
«uva di uscita I B_'. Adunque quelli , c gli all ridi essa esilierai!» i«*. 
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un medesimo piano ; e però la curva ERF sarà una curva piana ; » 
quindi una sezione conica. 

Con. Potendosi una superficie cilindrica considerare come una su- 
perficie conica i cui lati comprendano nel vertice angoli evanescenti , e 
però possansi aver come paralleli tra loro , ne segue che la preceden- 
te verità ai estenda anche alle superficie cilindriche , cioè , che : 

Se una superficie cilindrica penetrando una superficie di rivolvìion» 
generala da una curva conica vi produca nell entrare in essa una cur- 
va piana ; ne uscirà per un' altra curva anche piana. 

Ma se vogliasi a dirittura ordir per questa la dimostrazione basta 
riflettere , che in questo caso il quadrilatero AEFB diviene a tati pa- 
ralleli ; da che procedendo analogamente alla dimostrazione recata pel 
cono, si otterrà , con piccole modificazioni, quella pel cilindro. 

ScoL. Dalla teorica delie superficie di eecontf ordine in generale , 
che recheremo nella parto rt. del presente trattato , si rileverà aver 
luogo un tal teorema per tutte esse . 

V * 

Al cap.XV .— Continuando nel sistema da noi adottato di recare nelle 
Note a 'trattati, od ancora a' volumi del Corso geometrico, le soluzioni di 
tutti que’problemi , che avevano correlazione con lo materie espostevi, 
aflìchè da osse, per la via degli esempi , senza de' quali 1 semplici pre- 
cetti rimangono sterilissimi, nè può darsene adattati ad ogni circostan- 
za , si formasse F animo de' giovani all' invenzione geometrica , ed alla 
semplicità , od eleganza in essa , recheremo qui le soluzioni pure geo- 
metriche di que' problemi, che nel presente capitolo veggonsi costruiti 
con l’ incontro di retto con superficie curve , a solo oggetto di dare un 
saggio deli' uso di questo mezzo descrittivo per lo scioglimento di alcuni 
problemi , ove può pure in diversi rincontri riuscire utilissimo . Varrà 
ciò anche a confermar sempre più la massima lo tante volte da noi in- 
culcata , che non debba il geometra , nelle suo ricerche , I’ una via 
prediligere , abbandonar le altre ; ma sempre a quella appigliarsi , 
che meglio al soggetto che tratta si conviene. 

Alla prop. XCI. ( §.268 ). — Eccone qui del problema proposto in- 
tal proposizione la seguente 

Soluzione geometrica. 

Per quella delle rette dato AB [fig.ld.N.’] alla quale Si vuol tirare la 
perpendicolare data- da un punto dell'altra retta di sito CD. si tiri-un pia- 
no parallelo a questa. Indi si faccia passare por la CD un piano perpi n- 
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dicolare al poc' ami tirate , che lo inteneghi nella retta ci , la quale 
incontri la AB in G , formandovi un angolo dato . Sia ora EF la retta 
richiesta , cioè sia E quel poeto della CD dal quale tirata alla AB la 
perpendicolare EF, pareggi questa la data retta M ; e per la EF vi pas- 
si il piano EeF perpendicolare all' altro «GB ; sarà retto al I’ angolo 
ErF , che I' altro eFG . Quindi nel triangolo EeF rettangolo in « . 
essendo data F ipotenusa EF, e'I cateto Ee, sarà pur dato l’altro 
cF . Ed il problema sarà ridotto ad applicare nell’ angolo dato cGB la 
sF di data grandeaza , perpendicolare al lato GB . 

Scol. Prendendo il piano ABcd per orizzontale , e T altro CDci 
per verticale di proiezione , la presente soluzione si trasmuterà in 
grafica , e semplicissima. 

Alla prop. JCII. ( §. 269 . J — li problema qui proposto può rice- 
vere la seguente 

Analisi GEOMETRICA. 

Sieno AB.CD [ fg.lo.N.} lo due rette date nello spazio, e nella CD il 
punto P , d'onde vuote inclinarsi sull’ altra la PQ nell'angolo dato DPQ. 

Si concepisca passare un piano per la AB e pel punto P , sul quale 
da un punto H, preso ad arbitrio nella PD, si tiri la perpendicolare HA, 
congiunta la Pk, che dinoterebbe ia proiezione dotte -PITSUT plano APB . 
il triangolo rettangolo HkP sarà dato di specie , per essere dato 1 an- 
golo HPk in cui la retta Pii di sito s‘ inclina al piano di sito APB. Inol- 
tro dal punto A si tiri alla PQ la perpendicolare hR , e s' intenda con- 
giunto il punto H con l’ altro R , sarà la HR perpendicolare alla PQ ; 
e quindi il triangolo HPR risulterà ancora dato di specie. 

Ór pel primo triangolo PHk essendo data la ragione di PH a PA, sarà 
data la PA ; e per l’altro HPR si ha pur data quella di PH a PR, e peri 
è data la PR . Laonde sarà pur dato il cateto RA , ed il punto R rimai- 
là determinato dal tirare dal punto P la tangente PRQ al cerchio de- 
scritto co) centro A , intervallo AR. 

Ma prop. XCII1. ». J. (§. 210} 

Analisi geometrica pel caso 1. 

Per l'un de' punti dati Af/Sj./ffJF.], oper la retta di sito MN s'inten- 
da condotto il piano , e su questo la perpendicolare B6 dall' altro pun- 
to B. E poiché AC* + CB* = N* , e CB* = CA* + B6\ sarà AC‘+ 
C6* — N* — Bà' z= P*. ed il problema sarà ridotto sul piano AMN, 
e si risolverà come nulla noterella (') a piè dulia pag. 165. 
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Analisi geometrica pel caso 2. 

Premesso lo stesso apparecchio del caso precedente , risulterà pur 
data la differenza de' quadrati AC , C b ; ed il problema si troverà 
ridotto alla notsrella (’) a piè pagina 166 , 

’ - ' ' 1 

Pe numeri li , 111, IV. (§§. 273 a 270.} — I precedenti problemi 
ed altri ancora affini, possono immediatamente esser ridatila’ loro coc- 
rispondenti nel piano per mezzo della seguente 

Analisi geometrica. 

Si concepisca per l’ un de’ punti dati A [fig. 1 7.AT.], e por la retta MIT 
passare il piano AMN , e dal punto B tirata la perpendicolare BD al* 
la MN , che sarà data . Quindi dal punto D , e nel piano AMN si 
elevi alla MN la perpendicolare Db ugnalo alla DB ; sarà dato il 
punto b in tal piano , e la congiungcnte Cb pareggerà la CB. 

£ però tutti que’ problemi saranno ridotti agli stessi nel piano 
MAN relativamente alla retta di sito MN , ed a’puntidati À ,6. 

AUa prop. XCIV. ( §. 277. ) — Questo problema , oome vedesi „ 
l'è un caso particolare di quello della sfera tangente quattro altro sfe- 
re, e però avremmo ben potuto tralasciarne la soluzione . rimettendo a 
quella data nella prop.Lxx. per le quattro sfere .appunto come feci- 
no nella Memoria de' conlatti tftrici , che presentammo all’ Accademia 
delle Scienze di Napoli nel 1809. Ma poiché in questo caso particolare 
T analisi geometrica del problema non ha bisogno di quel lemma , ab- 
biamo però stimato recarne a disteso la soluzione , anche perchè la 
costruzione può simplificarsi , come si vede nello scol. 1 . ( §. 278. ). 

Alla prop.XCV.(§.280.) td a tuoi cor. e tcol. (§§.2S2, e 280 .) — Un 
lai problema , com’ è chiaro , corrispondo a quello di : descrivere una 
tftra tangente quattro piani di tèlo chei' incontrino ; ed è però I’ un di 
quelli della famiglia de’ contatti sferici . La soluzione recatane è ancor 
semplice si geometricamente considerandola , che graficamente . 

Al lemma ( §. 281. ) — It bellissimo teorema riportato in questa 
lemma fu assunto dal Monge nel costruire il problema di esibire le prò* 
jetiom di un punto, date le tue distanze da tre altri punti dati ( Geométr . 
descript. §..9-f.). E bisogna dire eh’ egli avesse per evidenle- quella ve- 
rità , il che non è ; per cui il dotto geometra dar noi «'ingegnò dimo- 
strarla ( G cornei , de potit.n.òOO.) , ricavando lai Jdimos trazione dall' in- 
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trisezione dello tre siero , che hanno per cerchi generatori i tre prò* 
poati;il qual modo non può piacere a' geometri. Ed egli medesimo, elio 
non poteva essere a meno, che ciò non avvertisse, nc adduceva in isoli- 
si di aver preferita tal maniera di dimostrare ad un'altra più diretta, 
e fatta senza ricorrere alle sfere , perchè quella gli era sembrata più 
semplice. Ma al certo che la maniera tenuta dal Carnot non è più sem- 
plice della dimostrazione quasi intuitiva, che da noi se n'è data. E da 
una tal verità, dimostrata nel proprio modo da noi tenuto, si vede poi con 
quanta faciltà derivino le altre che dal §.282 al 287 abbiamo recate. 

Alla prop. XCVI. ( §, 287. ) — La soluzione di questo problema di- 
viene un corollario del teor.i, (§.285.), e però del lemma al §. 281 da 
cui questo ò derivato . Avvertasi sneora , che dall' intersezione delle 
corde de' tre cerchi intersegantisi si ha la determinazione del problema; 
poiché esso risulta impossibile nel caso , che il punto di concorso di 
quelle corde cada al di fuori de' cerchi . 

Atta prop. XCV1I. ( §. 289. ) — Questo problema , che per la par- 
te il. F è pur un di quelli principali a risolvere sulla piramide triango- 
lare , non vedovasi risoluto da alcun di coloro che hanno trattato questo 
argomento . La soluzione cho ne abbiamo recata sembraci assai ele- 
gante , vedendosi facilmente ridotta alla ricerca dei ponto , con le stes- 
se condizioni , nel piano de’ tre dati ; da che essa risulta eseguibile non 
solo graficamente , ma anche nel modo puro geometrico . 

Alla prop. XCIX. ed allo eeol. ( §§.292 « 293.), — Si avverta a ciò 
che si è osservato nello scolio, circa t impropria soluzione che dal Mon- 
‘gc, e da altri geometri si è data a tal problema, ed alla faciltà della sua 
composizione per mezzo del problema risoluto nella parte 1 . pr. xcvn. 

Alla prop. C ( §. 294 , ed a §§. dal 295 al 299 , che ne fanno «• 
tjui to. v Sulla storia delle fasi diverse che ha presentate il problema 
proposto nel § 204, non abbiamo qui altro da aggiugnere a quello cha 
se ne trova detto nello scol. §. 299 . Solamente diremo , che la solu- 
zione dello Scorza , che vedesi nel §. 297 ci sembra superiore in e- 
leganza a tutte quelle che da' geometri antichi ci sono pervenute 
di problemi solidi ; e che nulla può immaginarsi di più ingegnoso , cha 
la riduzione generalissima del prof.Bruno di tal problema, e la soluzio- 
ne datane , della quale meritamente il valentissimo geometra francese 
Hachctte fece tutto quel conto che meritava , continuandola con un 
suo dotto lavoro ( Ved.Atii dell' Acc. delle Scienze di Kapoli.vol.il.) 
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Alla prop. CII. ( §. 502. ) — Quest' ingegnosa soluzione di un pro- 
blema sì famoso fin da' primi tempi delle scuole greche, e che è il solo 
esempio pervenutoci del modo che tenevano gli antichi nel costruire 
i problemi con le intersezioni delle suporGcie, e però co' luoghi a que- 
ste , fa meraviglia come Donsia stata recata da Pappo nelle sue A/ale* 
maliche collezioni , mentre egli in ben duo luoghi riporta le altre solu- 
zioni di greci geometri , cioè nolla prop.5 lib. III. quelle di Eratostenc, 
e di Kicomode , ed ancor 1’ altra di EroDc , sebbene meccanica, e pur 
quella da lui escogitata ; e nella prop.2A del libro IV. , ove ritorna sul- 
la soluzione di Nicomedo , per darne la dimostraziono da quel geome- 
tra tralasciata . Ma ciò che Pappo trasandò venne supplito da Euto- 
cio , il quale, nel suo importante comento al lib.il. di Archimede sulla 
efera , e ’l cilindro , sogghigno le soluzioni di quel problema datene 
da Platone , da Filone bizantino , da Apollonio , da Menecmo , da E- 
ratostene, e quella ancor di Archita , ricavandola da Eudemo. 

. Alle prop. C1II e C IV , ed allo icol. (§§.304 a 308.)— I motivi che 
ci hanno indotto a trattar questi duo problemi , beo si rilevano dallo 
seolio recato dopo essi. 

Alla prop . CU T. ed a' lemmi i , e h che ti tono premuti (§§. 323 
a 326) — Il problema della divisiono di un arco circolaro in data ragio- 
ne , f è il solo esempio di problemi lineari che ci rimane dalla scuola, 
greca , serbatoci da Pappo nelle suo Collect.math. a prop. 35. lib. IV; 
per conseguenza del quale poi egli altri ne riporta nelle prop. 36 a Al 
Ed casi il costruirono mediante la quadralrice, la spirale Archimedea, e 
1' elise cilindrica, che erao tra le principali curve da loro escogitate per 
la riduzione e composizione di quel genere di problemi , assegnandone 
le proprietà, che dovevano costituire i luoghi lineari per essi. Ed i mo- 
derni non mancarono dalla lor parte in adoperarsi nella risoluzione di 
quol problema, per essi di maggiore importanza, dovendo non solo alla 
Geometria servire , ma ancora alla Meccanica ; e tra le diverse solu- 
zioni , che gli uni e gli altri ne presentarono , delle quali sarà a di- 
teso ragionato nella parte li. dell' Intenzione geometrica , ci basterà 
qui accennar solamente quella, cho con la combinazione della cicloide 
Galileaaa e dell' ellisse ne diede il Fergola , nell' opuscolo x. di quelli 
pubblicati nel 1810 ; e l'altra che , per un saggio doli uso geome- - 
Uico dello sviluppo delle superficie curve , è stata da noi recata , per 
chiusura di questo argomento , e della part.I. della Gtometria di rii o. 
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